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Abstract of the doctoral thesis

For the �rst time observed in 1911, the phenomenon of superconductivity consists in the
disappearance of electrical resistance and the acquisition of the properties of a perfect diamagnet
in a material cooled below a certain characteristic temperature, called the critical temperature
(Tc). This discovery is now considered to be one of the most important in the history of physics
and despite over a century of history, it still arouses great interest in the scienti�c community.
The scope of this doctoral dissertation includes theoretical studies of the properties of the
electronic structure and phonon structure, electron-phonon mass enhancement parameter (λ)
and thermodynamics of the superconducting state in selected two-dimensional systems. I have
focused on the possibility of inducing a superconducting state in systems based on graphene
or blue phosphorene (a two-dimensional allotrope of phosphorus) which in their pure form do
not exhibit a phase transition to a superconducting state. However, there are several commonly
accepted methods for modifying the crystal structure of such systems, which may result in the
appearance of a Cooper pair condensate indicating a phase transition.

In my research I have decided to analyse the following systems: graphene monolayers XC6

and XC8 and double graphene layers C6XC6 with an admixture of an atom of element which
belong to �rst or second group of the periodic table (X = K, Ca, Rb or Sr), as well as blue pho-
sphorene double layer systems P8CaP8 with introduced calcium atoms between the surfaces. In
the �rst step I have performed calculations using the methods of the electron density functional
theory (DFT) which allowed to obtain information on: electronic properties of the studied sys-
tems, dynamic stability of their crystal structures and spectral functions of the electron-phonon
interaction α2F (ω). Then I have determined the basic physical parameters characterizing the
superconducting state of strongly correlated systems including: transition temperature, super-
conducting band gap, speci�c heat jump and thermodynamic critical �eld, with the use of the
formalism of Eliashberg's equations. The obtained results allowed me for comparison with the
general predictions of the BCS theory.

All the stable structures I have studied exhibit conductive properties due to the presen-
ce of many available electronic states at the Fermi energy ϵF level. This is a very promising
result in terms of usefulness in electronics, especially when comparing this result to the elec-
tronic properties of the primary systems of the graphene monolayer (semimetal) and the blue
phosphorene monolayer (semiconductor with a 2 meV indirect energy gap). Also, basing on the
conclusions of the BCS theory, the critical temperature depends on the density of electron states
on the Fermi surface N(ϵF ). A di�erent behaviour can be seen in the phonon structure diagram
where each impurity element causes an increase in the phonon density function (PhDOS) in
the region of the smallest frequencies, which in turn translates into rise of the electron-phonon
coupling constant λ. This, in addition to the results of the electronic structure, suggests the
possible greatest increment in the electron-pairing interactions potential in systems intercalated
with calcium atoms, notably in the graphene bilayers C6XC6. Obtained values of the pairing
kernel λ equal to: 0.86, 1.18, 0.93 and 0.85 con�rm that, respectively for the systems: C6KC6,
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C6CaC6, C6RbC6 and C6SrC6. For single-layered structures the results show values of 0.23,
0.35, 0.26, 0.27 for KC6, CaC6, RbC6, SrC6 and 0.34, 0.42, 0.29, 0.17 for KC8, CaC8, RbC8,
SrC8. The strength of electron coupling interactions in the blue phosphorene bilayers is at the
level of 0.759 and 0.798 in the con�gurations AA and AA'. All C6XC6 layers can be considered
as strongly correlated structures due to the value λ ≈ 1. Such a level of the coupling constant
had made me determine the thermodynamic properties of the superconducting state in C6XC6

and P8CaP8 layers using the formalism of the Eliashberg's equations. I have obtained only the
critical temperature in XC6 and XC8 systems using the Allen-Dynes formula because of low
λ values. This is an approach that gives only the value of Tc while neglecting the in�uence of
strong-coupling interactions. For this reason the critical temperatures may be underestimated
in comparison to the results of the Eliashberg's theory approach, as is the case in the C6XC6

systems. The structures of the graphene bilayers allow for the induction of the superconducting
state at the following temperatures: 8.67 K, 14.56 K, 5.47 K and 8.74 K, respectively for the
dopant: K, Ca, Rb and Sr. However, the originally derived formalism of the Eliashberg's equ-
ations assumes that the parameter λωD/ϵF of the material should be 0 or very close to it, while
its values in the C6XC6 compounds are: 0.079, 0.081, 0.093 and 0.062. In order to compare the
values and determine the necessity of �rst-order Migdal's theory corrections application I have
calculated the transition temperatures with vertex corrections introduced to the formalism.
This modi�cation lead to a slight decrease of all graphene bilayers Tc except for C6RbC6. The
transition temperatures of a single graphene layers indicate the possibility of superconducting
state occurrence only in the systems with a calcium atom in the cell, regardless of its concen-
tration; their critical temperatures are: 0.81 K and 1.86 K for CaC6 and CaC8, respectively.
Double layered systems of blue phosphorene P8CaP8 can boast a two-digit critical temperature
result: 11.63 K and 11.74 K for AA and AA' con�gurations.

The results proves the signi�cant impact of the dopant on the electronic structure of exa-
mined systems and show that each scheme of dopant atom placement a�ects the shape of the
phonon density of states function in the low frequency region. This area directly translates into
the highest electron-phonon interaction potential values and has a decisive impact on increasing
the possibility of superconducting state induction in the analysed materials.
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Streszczenie rozprawy doktorskiej

Zjawisko nadprzewodnictwa, zaobserwowane po raz pierwszy w 1911 roku, polega na zani-
ku rezystancji elektrycznej oraz przybraniu wªasno±ci perfekcyjnego diamagnetyka w materiale
schªodzonym poni»ej pewnej charakterystycznej temperatury, zwanej temperatur¡ krytyczn¡
(Tc). Odkrycie to uznawane jest obecnie za jedno z najwa»niejszych w historii �zyki i pomimo
ponad stuletniej historii, w dalszym ci¡gu wzbudza ogromne zainteresowanie ±rodowiska nauko-
wego. Niniejsza rozprawa doktorska swoim zakresem obejmuje teoretyczne badania wªa±ciwo±ci
struktury: elektronowej i fononowej, oddziaªywania elektron-fonon (λ) oraz termodynamiki sta-
nu nadprzewodz¡cego w wybranych ukªadach dwuwymiarowych. W przedstawianej rozprawie
w szczególno±ci skupiono si¦ na mo»liwo±ci indukcji stanu nadprzewodz¡cego w ukªadach zbu-
dowanych na bazie pªaszczyzn grafenu lub niebieskiego fosforenu (dwuwymiarowej odmiany
alotropowej fosforu), które w swojej czystej postaci nie wykazuj¡ przej±cia fazowego do stanu
o zerowej rezystancji. Jednak»e istnieje kilka powszechnie akceptowalnych metod mody�kuj¡-
cych struktur¦ krystaliczn¡ takich ukªadów, które mog¡ wpªyn¡¢ na pojawienie si¦ kondensatu
par Coopera ±wiadcz¡cego o wyst¡pieniu przej±cia fazowego.

W badaniach skupiono si¦ na ukªadach: pojedynczych warstw grafenu XC6 i XC8, podwój-
nej warstwy grafenowej C6XC6 z wprowadzon¡ domieszk¡ atomu pierwiastka pierwszej lub
drugiej grupy ukªadu okresowego (X = K, Ca, Rb lub Sr) oraz na ukªadach podwójnej war-
stwy niebieskiego fosforenu P8CaP8 z wprowadzonymi atomami wapnia mi¦dzy pªaszczyznami.
W pierwszym kroku przeprowadzono obliczenia przy wykorzystaniu metod teorii funkcjonaªu
g¦sto±ci elektronowej (DFT), umo»liwiaj¡ce uzyskanie informacji na temat: wªasno±ci elektro-
nowych badanych ukªadów, dynamicznej stabilno±ci ich struktur krystalicznych oraz funkcji
spektralnych oddziaªywania elektron-fonon α2F (ω). Nast¦pnie, wykorzystuj¡c formalizm rów-
na« Eliashberga dla ukªadów silnosprz¦»eniowych, okre±lono podstawowe parametry �zyczne
charakteryzuj¡ce stan nadprzewodz¡cy, w tym: temperatur¦ przej±cia, nadprzewodz¡c¡ przerw¦
energetyczn¡, skok ciepªa wªa±ciwego oraz termodynamiczne pole krytyczne. Uzyskane wyniki
umo»liwiªy porównanie stanu nadprzewodz¡cego badanych ukªadów z ogólnymi przewidywa-
niami teorii BCS.

Wszystkie badane, stabilne po domieszkowaniu, struktury przejawiaj¡ wªasno±ci przewod-
nika elektrycznego, dzi¦ki wyst¦powaniu wielu dost¦pnych stanów elektronowych na poziomie
energii Fermiego (ϵF ). Jest to bardzo obiecuj¡cy rezultat pod k¡tem mo»liwo±ci wykorzysta-
nia tych materiaªów w elektronice, zwªaszcza porównuj¡c ten wynik do wªasno±ci elektrono-
wych pierwotnych ukªadów warstwy grafenu (semimetal) oraz warstwy niebieskiego fosfore-
nu (póªprzewodnik o sko±nej przewie energetycznej szeroko±ci 2 meV). Ponadto, temperatura
krytyczna, bazuj¡c na wnioskach teorii BCS, zale»y od g¦sto±ci stanów elektronowych na po-
wierzchni Fermiego N(ϵF ). Odmienne zachowanie mo»na zauwa»y¢ na diagramie struktury
fononowej, gdzie ka»dy pierwiastek domieszki powoduje wzrost funkcji g¦sto±ci stanów fono-
nowych (PhDOS) w obszarze najmniejszych cz¦sto±ci, których z kolei wzrost przekªada si¦
zwi¦kszenie staªej sprz¦»enia elektron-fonon. Powy»szy rezultat, obok wyników struktury elek-
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tronowej, ±wiadczy o najwi¦kszym mo»liwym wzro±cie potencjaªu oddziaªywa« paruj¡cych elek-
trony w ukªadach z wtr¡conymi atomami wapnia, szczególnie w zwi¡zkach podwójnych warstw
C6XC6. Potwierdzaj¡ to otrzymane warto±ci staªych sprz¦»enia λ równych: 0,86, 1,18, 0,93
i 0,85, odpowiednio dla ukªadów: C6KC6, C6CaC6, C6RbC6 i C6SrC6. W przypadku struktur
jednowarstwowych rezultaty pokazuj¡ warto±ci 0,23, 0,35, 0,26, 0,27 dla KC6, CaC6, RbC6,
SrC6 oraz 0,34, 0,42, 0,29 i 0,17 dla ukªadów KC8, CaC8, RbC8 i SrC8. Siªa oddziaªywa« sprz¦-
gaj¡cych elektrony w warstwach niebieskiego fosforenu klaruje si¦ na poziomie 0,759 i 0,798
w kon�guracjach struktury AA i AA'. Wszystkie warstwy C6XC6 mo»na uzna¢ za struktury
silno-sprz¦»eniowe dzi¦ki warto±ci λ bliskich 1. Tak wysoki poziom staªej sprz¦»enia sprawiª,
»e wªa±ciwo±ci termodynamiczne stanu nadprzewodz¡cego wyznaczono w ich przypadku przy
pomocy formalizmu równa« Eliashberga. Podobny proces przeprowadzono w przypadku obu
kon�guracji ukªadów P8CaP8. We wszystkich pojedynczych warstwach XC6 i XC8 z wªasno±ci
termodynamicznych stanu nadprzewodz¡cego okre±lono tylko temperatur¦ krytyczn¡, wykorzy-
stuj¡c formuª¦ Allena-Dynesa. Podej±cie to daje jedynie informacje o warto±ci Tc przy zanie-
dbaniu wpªywu efektów silno-sprz¦»eniowych. Z tego powodu, temperatury krytyczne zwi¡zków
XC6 i XC8 mog¡ by¢ zani»one w stosunku do wyników podej±cia teorii Eliashberga, jak ma to
miejsce w ukªadach C6XC6. Struktury dwóch warstw grafenu umo»liwiaj¡ indukcj¦ stanu nad-
przewodz¡cego w temperaturach: 8,67 K, 14,56 K, 5,47 K i 8,74 K, odpowiednio dla domieszki:
K, Ca, Rb i Sr. Jednak»e pierwotnie wyprowadzony formalizm równa« Eliashberga zakªada, »e
parametr λωD/ϵF ukªadu krystalicznego powinien wynosi¢ 0 lub by¢ do niego bardzo zbli»ony,
tymczasem jego warto±¢ w zwi¡zkach C6XC6 wynosi odpowiednio: 0,079, 0,081, 0,093 i 0,062.
W celu porównania warto±ci i okre±lenia potrzeby aplikacji korekcji pierwszego rz¦du w teo-
rii Migdala, obliczono temperatury przej±cia przy wprowadzonych do formalizmu poprawkach
wierzchoªkowych (ang. vertex corrections). Zmiana ta doprowadziªa w nieznacznym stopniu do
zani»enia Tc wszystkich podwójnych warstw grafenu, oprócz C6RbC6. Temperatury przej±cia
pojedynczej warstwy grafenu wskazuj¡ na mo»liwo±¢ wyst¦powania stanu nadprzewodz¡cego
tylko w ukªadach z umieszczonym atomem pierwiastka wapnia w komórce, niezale»nie od jego
koncentracji; ich temperatury krytyczne wynosz¡: 0,81 K oraz 1,86 K, dla odpowiednio CaC6

oraz CaC8. Dwucyfrowym wynikiem temperatury krytycznej mog¡ si¦ pochwali¢ ukªady po-
dwójnej warstwy niebieskiego fosforenu P8CaP8: 11,63 K i 11,74 K dla kon�guracji AA i AA'.

Analiza wyników dowodzi znacz¡cego wpªywu domieszki na badane struktury elektronowe
oraz pokazuje, »e ka»dy ze sposobów umieszczenia atomu wtr¡cenia ma wpªyw na ksztaªt
funkcji fononowej g¦sto±ci stanów w zakresie niskich cz¦sto±ci. Bezpo±rednio przekªada si¦ to na
potencjaª oddziaªywania elektron-fonon w tym obszarze cz¦stotliwo±ci i ma decyduj¡cy wpªyw
na zwi¦kszenie mo»liwo±ci indukcji stanu nadprzewodz¡cego w badanych materiaªach.
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Rozdziaª I

Wprowadzenie

Wszystkie obserwowalne wªasno±ci dowolnego materiaªu s¡ wynikiem oddziaªywa«, które
wyst¦puj¡ w tworz¡cej go strukturze. Fakt ten implikuje mo»liwo±¢ pozyskania caªkowitej in-
formacji o otaczaj¡cej nas materii, w momencie gdy b¦dzie mo»na opisa¢ wszystkie interakcje
wyst¦puj¡ce pomi¦dzy ka»dym jej skªadnikiem. Aczkolwiek, aby byªo to wykonalne, nale»y
najpierw wykaza¢, »e atomy posiadaj¡ limit swojej podzielno±ci. Jednym z najprostszych przy-
kªadów obrazu oddziaªywa« pomi¦dzy elektronami danego materiaªu jest jego kolor. Zrozumie-
nie tego zagadnienia niejednokrotnie sprawia wiele trudno±ci. Oczywi±cie, mo»na by stwierdzi¢
podczas opisu ±ciany, i» � jest ona biaªa, poniewa» barwnik znajduj¡cy si¦ w farbie u»ytej do
jej pomalowania jest biaªy�, lecz takie podej±cie ju» od pocz¡tku skazane jest na niepowodze-
nie. Rzeczywisto±¢ jest zdecydowanie bardziej skomplikowana i w telegra�cznym skrócie mo»na
j¡ nakre±li¢ nast¦puj¡co: fotony docieraj¡ce do atomu tworz¡cego molekuª¦ barwnika wchodz¡
w interakcje tylko z elektronami, dla których energia przeskoku na wy»szy poziom energetyczny
jest równa energii padaj¡cego fotonu. Sam foton jest fal¡ elektromagnetyczn¡, której energia
zale»y wprost od jej cz¦stotliwo±ci i odwrotnie proporcjonalnie do dªugo±ci fali. Z tego wzgl¦du
powy»sze parametry de�niuj¡ kolory przez nas postrzegane. Warto w tym miejscu nadmieni¢,
i» w rzeczywisto±ci nie istnieje co± takiego jak �kolor biaªy�, percepcja tej barwy jest jedynie
wynikiem niedoskonaªo±ci ludzkiego oka.

Kolejnym przykªadem, bardziej istotnej cechy materiaªu jest stopie« i sposób przepªywu
przeze« pr¡du elektrycznego. W przewodniku jest on wynikiem uªo»enia atomów w struktu-
rze krystalicznej i zachowania elektronów wewn¡trz �chmury elektronowej�, gwarantuj¡cego
wyst¦powanie pasma przewodzenia. Elektrony, b¦d¡c w ci¡gªym ruchu powodowanym ró»nic¡
potencjaªów na ko«cach przewodnika, wyhamowuj¡ i przyspieszaj¡ w wyniku oddziaªywa« ku-
lombowskich. Siªy te wyst¦puj¡ pomi¦dzy elektronami i w pobli»u jonów znajduj¡cych si¦ na
w¦zªach sieci krystalicznej, efektywnie uniemo»liwiaj¡c swobodny przepªyw no±ników ªadun-
ku po linii prostej. Wynikiem tych oddziaªywa« jest zjawisko oporu elektrycznego, b¦d¡cego
obrazem nieustannych strat energii kinetycznej elektronów, która przeksztaªca si¦ w energi¦
ciepln¡ podczas przepªywu pr¡du elektrycznego przez przewodnik. Jest to wskazówka, która
mo»e posªu»y¢ do wyja±nienia czym jest temperatura. Energia cieplna jest wynikiem drga«,
w tym przykªadzie: ruchu jonów sieci powstaªego przez siªy elektrostatyczne. Na ogóª wykonuj¡
je wszystkie skªadniki ukªadu (cz¡stki, molekuªy, i inne), a pr¦dko±¢ przenoszenia tej energii
(przewodnictwo cieplne) zale»y w gªównej mierze od ilo±ci i cz¦stotliwo±ci zderze« skªadników
tworz¡cych struktur¦. Id¡c dalej tym tokiem rozumowania mo»na doj±¢ do wniosku, i» próba
peªnego opisu danej wªasno±ci ciaªa w skali makro mo»e wymaga¢ analizy oddziaªywa« po-
mi¦dzy miliardami miliardów skªadników jego struktury; dla porównania, czªowiek skªada si¦
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z okoªo 1028 atomów. Zatem opis nawet najmniejszych ukªadów w skali makro w tak skru-
pulatnym podej±ciu, jest problemem wysoce zªo»onym i bez odpowiednich uproszcze« wr¦cz
niemo»liwym.

Powy»sze przykªady dobrze obrazuj¡ wysoki stopie« trudno±ci zwi¡zany z opisem cech ma-
kroskopowych materiaªu na gruncie �zyki molekularnej. Bezsprzecznie jednak, takie podej±cie
jest jedynym poprawnym, poniewa» wyja±nia pochodzenie i relacje pomi¦dzy wªasno±ciami ma-
terii, umo»liwiaj¡c peªne jej poznanie. Jest to kluczowe w obecnym, bardzo szybko rozwijaj¡cym
si¦ ±wiecie potrzebuj¡cym optymalizacji, który poddany jest ci¡gle pogª¦biaj¡cej si¦ miniatu-
ryzacji technologicznej. Rozwój wspóªczesnej techniki stoi przed nowym problemem, poniewa»
wchodzi on w skal¦, w której efekty kwantowe odgrywaj¡ coraz bardziej istotn¡ rol¦. Ma to
ogromne znaczenie ze wzgl¦du na fakt, i» zjawiska kwantowe nie podlegaj¡ paradygmatowi de-
terministycznemu, tak jak ma to miejsce w przypadku zjawisk obserwowanych w skali makro.
Zjawiska kwantowe s¡ procesami stochastycznymi, których opisu dokonuje si¦ przy pomocy
statystyki i prawdopodobie«stwa co powoduje, »e posiadanie caªkowitej kontroli nad ukªadami
tej skali staje si¦ niemo»liwe.

Badaj¡c materiaª w poszukiwaniu konkretnych wªa±ciwo±ci, pierwsz¡ rzecz¡, któr¡ nale»y
okre±li¢ jest budowa jego struktury. W zale»no±ci od tego, czy jest to krysztaª, struktura amor-
�czna lub skomplikowany ukªad molekularny, zastosowana b¦dzie inna metoda analizy. Przed-
miotem bada« w ramach �zyki ciaªa staªego najcz¦±ciej s¡ struktury krystaliczne, których opis
ilo±ciowy i jako±ciowy jest najprostszy. Spowodowane jest to periodyczno±ci¡ (powtarzalno±ci¡)
ich elementów budowy � komórek elementarnych. Dzi¦ki temu, przy poznaniu kilku konkret-
nych cech, mo»na okre±li¢ i wymodelowa¢ caª¡ struktur¦ krysztaªu. Jednak»e zupeªnie idealne
ukªady krystaliczne nie istniej¡ i w rzeczywisto±ci zawsze mamy do czynienia z ró»nego rodzaju
defektami sieci, które wpªywaj¡ na ich obserwowalne wªa±ciwo±ci. Przechodz¡c do temperatury,
jedn¡ z jej charakterystycznych warto±ci jest temperatura topnienia. W przypadku ciaªa krysta-
licznego temperatura topnienia odpowiada takiej energii drga« atomów, przy której poruszaj¡
si¦ one tak szybko, »e nie powracaj¡ do poªo»enia równowagi w w¦¹le sieci, efektywnie niszcz¡c
uporz¡dkowan¡ struktur¦.

Analiza zachowa« i sposobu interakcji cz¡stek tworz¡cych materiaª daje dost¦p do wiedzy
o szeregu jego wªa±ciwo±ci, w szczególno±ci s¡ to: przewodnictwo elektryczne, przewodnictwo
termiczne, wªasno±ci optyczne oraz wªasno±ci mechaniczne. Wiedza ta oparta jest na informa-
cjach uzyskanych z obrazu struktury elektronowej oraz struktury fononowej badanego ukªadu.
Jednak»e ze wzgl¦du na stopie« trudno±ci w ich wyznaczaniu nale»y obra¢ podej±cie wielu
uproszcze« nawet dla bardzo maªych molekuª, zwªaszcza je±li badaniu maj¡ zosta¢ podda-
ne wªa±ciwo±ci ukªadów bardziej skomplikowanych w okre±lonym czasie obliczeniowym. Tego
rodzaju analiza struktur musiaªa poczeka¢ na rozwój �zyki statystycznej, która wprowadza wy-
magane narz¦dzia pozwalaj¡ce pokonywa¢ problemy napotykane w ukªadach wielu elementów.

Zagadnienia �zyczne podzielone s¡ wedªug czterech kategorii problemów, których pomimo
wielu stara« nadal nie udaje si¦ scali¢ razem w ramach jednej teorii. Obrana metoda badaw-
cza w peªni zale»y od problemu i dziedziny, do której nale»y. Gªównego podziaªu dokonuje si¦
ze wzgl¦du na wielko±¢ ukªadu oraz ze wzgl¦du na pr¦dko±¢, z jak¡ si¦ on porusza. W pierw-
szym przypadku zagadnienia zalicza si¦ do dziaªu mechaniki klasycznej, który zawiera narz¦dzia
w postaci teorii i zasad okre±lonych do opisu ciaª w skali makroskopowej. Mechanika klasyczna
(w podej±ciu �zyki nierelatywistycznej) jest najlepiej opisanym dziaªem �zyki, a pierwsze za-
le»no±ci z tej dziedziny zostaªy sformuªowane przez Isaaca Newtona w XVII wieku w pracy pod
tytuªem Philosophiae naturalis principia mathematica. Ten traktat naukowy okre±la si¦ mia-
nem pierwszego kamienia milowego daj¡cego podwaliny pod caª¡ �zyk¦ do drugiej poªowy XIX
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wieku. Rozwini¦ciem mechaniki Newtona i zarazem przeªomem w analizie zagadnie« klasycz-
nych byªy równania ruchu mechaniki Lagrange'a, które opieraj¡ si¦ na funkcji L (x(t), ẋ(t), t),
tak zwanym Lagran»janem (operatorem Lagrange'a) stanowi¡cym ró»nic¦ pomi¦dzy energi¡
kinetyczn¡ (T ), a energi¡ potencjaln¡ ciaªa (U), L = T − U . Z kolei rozwini¦ciem podej±cia
Lagrange'a jest mechanika Hamiltona, która wykorzystuje poj¦cie p¦du uogólnionego p⃗i we
wspóªrz¦dnych uogólnionych q⃗i, a operator Hamiltona H opisuje sum¦ energii kinetycznej i po-
tencjalnej. Mechanika Hamiltona pozwala na prostsz¡ analiz¦ problemów, w których geometria
odgrywa znacz¡c¡ rol¦, wówczas w obliczeniach mo»na cz¦sto dokonywa¢ wielu uproszcze« (cho-
cia»by ze wzgl¦du na potencjalnie wyst¦puj¡c¡ symetri¦), które nierzadko s¡ jedyn¡ drog¡ do
rozwi¡zania.

Pod koniec XIX wieku ju» jasnym byªo, »e �zyka klasyczna nie jest w stanie opisa¢ wszyst-
kich problemów nawet przy wykorzystaniu wy»ej wymienionych narz¦dzi. W szczególno±ci po-
wstaª problem podczas próby opisu eteru � domniemanego o±rodka, w którym miaªo porusza¢
si¦ ±wiatªo analogicznie do sposobu rozchodzenia si¦ fal d¹wi¦kowych. Podobnie nierozwi¡zywal-
nym zagadnieniem byª wówczas koncept ciaªa doskonale czarnego i rozkªad jego promieniowania
oraz zwi¡zana z nim �katastrofa w nad�olecie�. Wynikiem coraz liczniejszych do±wiadcze« �zycz-
nych i my±lowych, powstaªych pod koniec dziewi¦tnastego wieku, ukazuj¡cych wyst¦powanie
zjawisk nieklasycznych byªo stwierdzenie, »e obserwowane wªasno±ci ciaª w skali makroskopo-
wej pochodz¡ od elementów je buduj¡cych w skali mikroskopowej i oddziaªywa« wyst¦puj¡cych
pomi¦dzy nimi oraz to, »e du»a cz¦±¢ wielko±ci �zycznych podlega kwantyzacji. Z tego wzgl¦du
zbiór zasad nam znanych, które opisuj¡ efekty w skali mikroskopowej nazywany jest mechanik¡
kwantow¡. Druga grupa zagadnie« �zycznych dzieli si¦ ze wzgl¦du na pr¦dko±¢, z jak¡ poru-
sza si¦ ukªad na: relatywistyczne i nierelatywistyczne. Nale»y jednak pami¦ta¢, »e standardowa
posta¢ mechaniki klasycznej jest nierelatywistyczna z powodu opisu ruchu ciaª w niskich pr¦d-
ko±ciach (v ≪ c). Do analizy problemów z ukªadami posiadaj¡cymi pr¦dko±ci bliskie pr¦dko±ci
±wiatªa (c ≈ 3× 108 m/s) nale»y zastosowa¢ poprawki relatywistyczne, które wykorzystywane
s¡ w du»ym stopniu na przykªad w �zyce j¡drowej. Mo»na zada¢ pytanie, dlaczego w takim
razie nie rozwi¡zuje si¦ problemów mechaniki klasycznej, przy u»yciu bardziej ogólnej teorii.
Otó», takie podej±cie, stosowane w przypadku zagadnie« zachowania ciaª wielko±ci wi¦kszych
ni» mikrometr lub o pr¦dko±ci mniejszej ni» 5% pr¦dko±ci ±wiatªa (wtedy poprawki relatywi-
styczne zmieniaj¡ warto±ci w stopniu mniejszym ni» jeden promil), oferuje jedynie marginaln¡
i czasowo nieopªacaln¡ popraw¦ wyników. Maj¡c na uwadze powy»sze obserwacje, w dalszej
cz¦±ci tej pracy wykorzystywany b¦dzie aparat matematyczny oparty na nierelatywistycznej
mechanice kwantowej.

Jedn¡ z najbardziej osobliwych wªasno±ci, które mog¡ posiada¢ wybrane materiaªy jest
mo»liwo±¢ przepªywu przeze« pr¡du elektrycznego przy braku oporu elektrycznego. Efekt ten,
odkryty na pocz¡tku XX wieku, wyst¦puje w momencie indukcji stanu nadprzewodz¡cego
w nadprzewodniku. Obok niego, podczas przej±cia fazowego, obserwowa¢ mo»na tak»e zjawi-
sko wypychania przyªo»onego, zewn¦trznego pola magnetycznego. Nie trudno sobie wyobrazi¢
mo»liwo±ci wykorzystania stanu nadprzewodz¡cego w technice i przemy±le. Jednak»e, pomimo
upªywu stu lat od odkrycia, do tej pory nie udaªo si¦ uzyska¢ nadprzewodnika, którego mo»na
wykorzystywa¢ w temperaturach przyjaznych czªowiekowi. Temperatury, w których indukcja
stanu o zerowej rezystancji mo»e wyst¦powa¢, s¡ ró»ne w zale»no±ci od materiaªu. Uznaje si¦,
»e warto±¢ 77 K (-196,15 ◦C) okre±la górn¡ granic¦, powy»ej której mamy do czynienia z nad-
przewodnictwem wysokotemperaturowym.
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I.1 Motywacja i cel pracy

Chc¡c nada¢ nowy impet badaniom nad stanem nadprzewodz¡cym w ukªadach dwuwymia-
rowych, w niniejszej rozprawie przeanalizowano mo»liwo±¢ jego indukcji poprzez domieszkowa-
nie w wybranych ukªadach warstwowych. Istnieje wiele przesªanek eksperymentalnych i teore-
tycznych o korzystnym wpªywie wtr¡ce« atomów w tego typu ukªady na struktur¦ elektronow¡
i fononow¡, przez co tak»e na oddziaªywania sprz¦gaj¡ce elektrony. Obok domieszkowania,
istnieje kilka innych sposobów na zwi¦kszenie potencjaªu parowania (tworzenia par Coopera),
nale»¡ do nich w szczególno±ci: przyªo»enie zewn¦trznego pola elektrycznego lub magnetycznego
oraz stosowanie napr¦»e« strukturalnych. Jednak»e to ró»nego rodzaju wtr¡cenia s¡ sposobem
mog¡cym zagwarantowa¢ indukcj¦ stanu nadprzewodz¡cego w dªugim okresie.

Aby móc poprawnie oceni¢ wkªad domieszki w oddziaªywania elektron-fonon, przeprowa-
dzono analiz¦ numeryczn¡ struktury elektronowej i struktury fononowej wybranych, domiesz-
kowanych ukªadów dwuwymiarowych. Jest to procedura gwarantuj¡ca, przy wykorzystaniu od-
powiedniego formalizmu, uzyskanie dokªadnych informacji o materiale oraz umo»liwia analiz¦
od podstaw.

Ukªadem otwieraj¡cym cykl prac badawczych niniejszej rozprawy doktorskiej jest grafen.
Prostota jego budowy oraz wªasno±ci elektronowe, wymagaj¡ce zmiany celem przemysªowego
wykorzystania w elektronice sprawiªy, i» jest to wiod¡cy kandydat do analizy wpªywu domiesz-
kowania na mo»liwo±¢ indukcji stanu nadprzewodz¡cego. Jest on podatny na wiele rodzajów
zmian strukturalnych, które doprowadzaj¡ do wyst¦powania efektu parowania elektronów w do-
±wiadczeniach laboratoryjnych. Ponadto, istnieje caªy wachlarz mody�kacji, które do tej pory
nie zostaªy eksperymentalnie dokonane, teoretycznie umo»liwiaj¡cych przej±cie fazowe ukªadu
grafenowego. Niemniej jednak w wi¦kszo±ci przypadków teoretycznej analizy, obrana przez na-
ukowców metoda badawcza polegaªa na obliczeniach zakªadaj¡cych wykorzystanie uproszczonej
formuªy do okre±lania temperatury przej±cia [1, 2, 3]. Takie podej±cie ogranicza mo»liwo±¢ opisu
wªasno±ci termodynamicznych stanu nadprzewodz¡cego, a tak»e najprawdopodobniej odbiega
od stanu faktycznego. Dzieje si¦ tak ze wzgl¦du na najcz¦±ciej powielany schemat oblicze«, któ-
rych formalizm nie bierze pod uwag¦ efektów silno-sprz¦»eniowych i retardacyjnych, z których
ukªady grafenowe s¡ znane. Najbardziej obiecuj¡cymi, pod wzgl¦dem wzmocnienia oddziaªywa«
elektron-fonon podczas domieszkowania, s¡ pierwiastki pierwszej i drugiej grupy ukªadu okre-
sowego [4, 5]. Z tego wzgl¦du w niniejszej rozprawie przebadano ukªady dwóch warstw grafenu
z wtr¡ceniem domieszki atomu potasu, wapnia, rubidu lub strontu pomi¦dzy nimi. W dalszej
cz¦±ci dokonano analizy pojedynczej pªaszczyzny grafenu z naniesionymi atomami domieszki
wapnia, którego wpªyw na struktur¦ elektronowo-fononow¡ jest najwi¦kszy, w ró»nych koncen-
tracjach.

Drugim, najbardziej obiecuj¡cym pierwiastkiem krystalizuj¡cym w ukªadzie dwuwymiaro-
wym jest fosfor. Jego pªaszczyzna (fosforen) cechuje si¦ wªa±ciwo±ciami póªprzewodnikowymi,
o szerokiej mo»liwo±ci zmiany struktury elektronowej poprzez domieszkowanie, podobnie jak
grafen. Aczkolwiek, schemat uªo»enia atomów jego pªaszczyzny znacz¡co odbiega od prostoty
poznanej w jego w¦glowym odpowiedniku. Ukªad warstwy fosforenu sprawia, »e jego wªasno±ci
cechuj¡ si¦ siln¡ anizotropi¡, dzi¦ki czemu stanowiªby on dopeªnienie grafenu jako przyszªo±cio-
wych materiaªów. W jego przypadku doniesienia ze ±rodowiska naukowego ukazuj¡ mo»liwo±¢
tworzenia si¦ par Coopera przy domieszkowaniu atomami pierwszej i drugiej grupy. W zwi¡zku
z powy»szym w dalszych badaniach skupiono si¦ na analizie wpªywu wtr¡ce« atomów wapnia
pomi¦dzy dwie warstwy fosforenu w ró»nych kon�guracjach.
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I.2 Ukªad pracy

Rozprawa doktorska zostaªa podzielona na siedem rozdziaªów. Drugi rozdziaª przybli»a naj-
wa»niejsze rodzaje metod numerycznych pozwalaj¡cych okre±la¢ struktur¦ elektronow¡ ukªadu
kwantowego. Ostatnia jego cz¦±¢ zostaªa po±wi¦cona teorii funkcjonaªu g¦sto±ci, która jest po-
t¦»nym narz¦dziem do analizy nie tylko struktury elektronowej, ale tak»e struktury fononowej
ukªadów krystalicznych. Informacje zawarte w tej cz¦±ci s¡ niezwykle istotne z punktu widze-
nia przeprowadzanych w niniejszej rozprawie bada«, gdy» wiedza o strukturze elektronowo-
fononowej jest wymogiem mo»liwo±ci okre±lenia funkcji termodynamicznych stanu nadprzewo-
dz¡cego.

Rozdziaª trzeci rozprawy zawiera peªniejszy opis zjawisk, które zachodz¡ w momencie przej-
±cia ukªadu w stan nadprzewodz¡cy. Ponadto, w rozdziale trzecim zamieszczono podstawy teo-
retyczne modelu Ginzburga-Landaua stanu nadprzewodz¡cego oraz pierwszej teorii fenomeno-
logicznej tego zjawiska � teorii BCS. W tre±ci pracy doktorskiej niejednokrotnie odwoªywano si¦
do teorii BCS jako najcz¦±ciej wykorzystywanego formalizmu opisuj¡cego stan nadprzewodz¡-
cy. Jednak»e oba modele s¡ prekursorami teorii Eliashberga, której wst¦pny opis zawarty jest
w ostatniej cz¦±ci rozdziaªu trzeciego. Peªny formalizm równa« Eliashberga wykorzystywany
w badaniach mo»na znale¹¢ w rozdziale czwartym.

Rozdziaª czwarty po±wi¦cony zostaª informacjom o zastosowanej metodzie badawczej. Przy-
bli»ono w nim wªasno±ci i krótki rys historyczny ukªadów dwuwymiarowych, na bazie których
utworzono analizowane struktury. Metody obliczeniowe wykorzystuj¡ce teori¦ funkcjonaªu g¦-
sto±ci wymagaj¡ okre±lenia kilku parametrów jeszcze przed sam¡ kalkulacj¡. W rozdziale czwar-
tym zostaªy opisane najwa»niejsze cechy pseudopotencjaªów wykorzystywanych w �zyce fazy
skondensowanej, których dobór jest jedn¡ z najistotniejszych kwestii obranego schematu po-
zwalaj¡cego uzyska¢ obraz oddziaªywa« elektron-fonon ukªadów. Obok standardowych równa«
teorii Eliashberga zaprezentowano tak»e odpowiednie równania przy wprowadzonych popraw-
kach wierzchoªkowych teorii Migdala oraz formuªy opisuj¡ce funkcje termodynamiczne stanu
nadprzewodz¡cego.

Rezultaty uzyskane podczas bada« podzielono wedªug atomu pierwiastka, z którego zbu-
dowane s¡ pªaszczyzny ukªadów. Rozdziaª pi¡ty zawiera analiz¦ dwóch grup zwi¡zków warstw
grafenu: podwójnej warstwy z interkalowanymi atomami pierwiastków grupy I i II ukªadu okre-
sowego oraz pojedynczej warstwy dekorowanej tymi samymi pierwiastkami w dwóch wariantach
koncentracji domieszki. W szóstym rozdziale zostaªa zawarta analiza wyników uzyskanych dla
podwójnej warstwy niebieskiego fosforenu interkalowanej atomami wapnia.

Zwie«czeniem rozprawy doktorskiej jest podsumowanie wyników oraz wniosków uzyskanych
w trakcie przeprowadzonych bada«, które umieszczono w ostatnim, siódmym rozdziale.
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Rozdziaª II

Metody obliczeniowe �zyki ciaªa

staªego

Mechanika kwantowa jest jedynym, obecnie znanym, narz¦dziem umo»liwiaj¡cym poprawny
opis interakcji pomi¦dzy cz¡steczkami, co jest podstaw¡ �zyki molekularnej i chemii �zycznej.
Obok trudno±ci zwi¡zanych z probabilistyczn¡ natur¡ zagadnie« wynikaj¡cych z tego zbio-
ru zasad �zycznych, problemem jest niedogodno±¢ opisu ukªadów zªo»onych z ogromnej ilo±ci
skªadników. Aktualnie wyró»nia si¦ trzy metody obliczeniowe minimalizuj¡ce ten problem:

� Metody �z pierwszych zasad� (ab initio), z zaªo»enia wprowadzaj¡ do formalizmu tylko
najpotrzebniejsze uproszczenia analityczne, przez co obliczenia nie wymagaj¡ wcze±niej-
szego okre±lenia dodatkowych parametrów. Jednak»e takie podej±cie nacechowane jest
bardzo szybko rosn¡cym czasem obliczeniowym wraz z wielko±ci¡ ukªadu.

� Metody wykorzystuj¡ce teori¦ funkcjonaªu g¦sto±ci elektronowej (ang. Density Functio-

nal Theory, DFT), których niew¡tpliw¡ zalet¡ jest zastosowanie g¦sto±ci elektronowej
ρ(r⃗), umo»liwiaj¡cej znacz¡ce zmniejszenie ilo±ci zmiennych do opisu ka»dego elementu
ukªadu. Metody ab initio wykorzystuj¡ poj¦cie funkcji falowej (Ψ(r⃗, t)) zale»nej od trzech
zmiennych przestrzennych (r⃗ = (x, y, z)) wszystkich skªadników systemu oraz od czasu,
podczas gdy g¦sto±¢ elektronowa ρ(r⃗, t) jest funkcj¡ zale»n¡ od poªo»enia w jego wn¦trzu
i czasu. Niemniej, wi¡»e si¦ z tym potrzeba przybli»ania warto±ci potencjaªu elektrycznego
tworzonego przez no±niki ªadunku. Ze wzgl¦du na ró»ne kon�guracje elektronowe atomów
wspomniane przybli»enie numeryczne okre±lane jest dla ka»dego pierwiastka w postaci
parametryzowanego �pseudopotencjaªu�*.

� Do ostatniego typu nale»¡ metody póªempiryczne ª¡cz¡ce zalety wykorzystania funkcji
falowej oraz odpowiednich przybli»e«, które drastycznie przyspieszaj¡ obliczenia kosztem
dokªadno±ci. Ponadto, takie podej±cie zwi¦ksza ilo±¢ parametrów, które nale»y ustali¢
przed lub podczas oblicze«.

*Cz¦sto okre±lenie odpowiedniego pseudopotencjaªu jest bardzo trudne w metodach DFT, a przy
niepoprawnym ich obraniu wyniki znacz¡co odbiegaj¡ od rzeczywistych warto±ci.
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II.1 Metody z pierwszych zasad (ab initio)

Jednym ze zjawisk, które nale»y wzi¡¢ pod uwag¦ podczas przej±cia z analizy struktur ma-
kroskopowych do mikro- i nanoskopowych jest dualizm korpuskularno-falowy, wedªug którego
ka»da cz¡stka buduj¡ca materi¦ mo»e oddziaªywa¢ z otoczeniem jako fala. Oznacza to, »e w opi-
sie dowolnego ukªadu kwantowego nale»y przyj¡¢, »e ka»dy jego skªadnik mo»e istnie¢ jako fala
materii, czyli fala de Broglie'a [6]. Zatem równanie, którym b¦dzie mo»na prze±ledzi¢ ewolucj¦
czasow¡ energii ukªadu, musi by¢ równaniem falowym. Wcze±niej wspomniana funkcja Hamilto-
na mo»e by¢ okre±lona, tak aby stanowiªa narz¦dzie mechaniki kwantowej jako operator daj¡cy
wgl¡d w energi¦ caªkowit¡ ukªadu mikroskopowego. W praktyce, �zyka kwantowa wykorzystuje
funkcje falowe Ψ(r⃗, t), opisuj¡ce zachowanie si¦ paczki falowej ka»dej cz¡stki elementarnej. Ta
wielko±¢ �zyczna w swojej zwykªej postaci nie realizuje si¦ �zycznie. Dopiero kwadrat warto±ci
jej moduªu (|Ψ(r⃗, t)|2) opisuje g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa znalezienia cz¡stki w pewnym ob-
szarze. W zwi¡zku z tym, dla niesko«czenie du»ego obszaru, prawdopodobie«stwo znalezienia
cz¡stki b¦dzie równe 1, co mo»na zapisa¢ relacj¡:∫ +∞

−∞
|Ψ(r⃗, t)|2dr⃗ = 1. (II.1)

Ten warunek mo»na zada¢ dla dowolnej funkcji falowej w procesie nazywanym normalizacj¡.
Jak wida¢, ju» na samym pocz¡tku drogi do opisu struktur maªych ukªadów, nale»y posªu»y¢
si¦ analiz¡ statystyczn¡.

Pierwsze równanie, które wi¡»e operator Hamiltona z funkcj¡ falow¡, zostaªo podane przez
Erwina Schrödingera [7] w 1926 roku:

Ĥ |Ψ(r⃗, t)⟩ = iℏ
δ

δt
|Ψ(r⃗, t)⟩ . (II.2)

Jest to liniowe równanie ró»niczkowe cz¡stkowe, w którym czªon |Ψ(r⃗, t)⟩ okre±la wektor stanu
o funkcji falowej Ψ(r⃗, t), wyraz Ĥ jest operatorem Hamiltona, i jest jednostk¡ urojon¡, a ℏ =
h
2π jest staª¡ Diraca, dla której h jest staª¡ Plancka. Zapis |v⟩ jest cz¦±ci¡ notacji bra-ket
wprowadzonej przez Diraca i oznacza wektor v w zespolonej przestrzeni wektorowej V [8],
z kolei ⟨f | oznacza form¦ liniow¡ f w V . Notacja ⟨f |v⟩ oznacza dziaªanie formy f na wektor
v. Rozwi¡zaniem równania (II.2) jest funkcja falowa, której poznanie w sposób analityczny jest
mo»liwe tylko w niektórych przypadkach przy wykorzystaniu odpowiednich przybli»e«. Jednym
z nich jest zaªo»enie, »e badany ukªad jest izolowany, co doprowadza do tego, »e jego energia
nie zmienia si¦ w czasie. Wówczas równanie II.2 mo»na znacz¡co upro±ci¢ do postaci równania
energii wªasnej (ang. eigenvalue equation):

ĤΨ(r⃗) = EΨ(r⃗) . (II.3)

Rozwa»aj¡c struktury wieloatomowe, funkcja falowa, która zale»y od poªo»e« wszystkich
skªadników ukªadu, staje si¦ rz¦dy wielko±ci bardziej skomplikowanym tworem w porównaniu
do próby opisu pojedynczych cz¡stek. Hamiltonian opisuj¡cy oddziaªywania pomi¦dzy ciaªami
takiej struktury mo»na zapisa¢ przy pomocy konwencji jednostek atomowych Hartree, tak aby
ka»dy czªon operatora byª odpowiedzialny za inny typ interakcji:

Ĥ = −1

2

N∑
i=1

∇2
i −

1

2

M∑
A=1

1

MA
∇2

A −
N∑
i=1

M∑
A=1

ZA

riA
+

N∑
i=1

M∑
j>i

1

rij
+

N∑
A=1

M∑
B>A

ZAZB

RAB
. (II.4)
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Upraszczaj¡c zapis, otrzymuje si¦ operator Hamiltona postaci:

Ĥ = T̂e(r⃗) + T̂N (R⃗) + V̂Ne(r⃗, R⃗) + V̂ee(r⃗) + V̂NN (R⃗), (II.5)

w którym pierwszy czªon (T̂e(r⃗)) i czªon drugi (T̂N (R⃗)) opisuj¡ energie kinetyczne odpowied-
nio: N elektronów o poªo»eniu r⃗ oraz M j¡der atomowych o poªo»eniu R⃗ wzgl¦dem ukªadu
odniesienia. Pozostaªe trzy wyrazy opisuj¡ energi¦ potencjaln¡ oddziaªywa«: przyci¡gaj¡cych
pomi¦dzy j¡drami atomowymi i elektronami (V̂Ne(r⃗, R⃗)), kulombowskich elektronów (V̂ee(r⃗))
i tak»e odpychaj¡cych samych j¡der atomowych (V̂NN (R⃗)). Nadal jednak, znalezienie postaci
funkcji falowej przy pomocy równania Schrödingera dla nawet kilkuatomowej struktury b¦dzie
bardzo trudne, zwa»ywszy na szybko rosn¡cy stopie« skomplikowania sum w funkcji Hamiltona
(II.4).

Metoda Hartree'ego-Focka

Trudno±¢ rozwi¡zania równania Schrödingera sprawia, »e funkcj¦ falow¡ okre±lono w sposób
analityczny jedynie dla ukªadu pojedynczego atomu wodoru. Kolejnym sposobem na pokonanie
bariery ilo±ci elementów analizowanej struktury jest podej±cie Hartree'ego-Focka (HF), które
nale»y do zbioru metod ab initio. Przedstawiony w dalszej cz¦±ci formalizm odnosi si¦ do pier-
wotnej wersji podej±cia HF, aczkolwiek istnieje szereg sposobów analizy ukªadów maj¡cych
w nim korzenie, które zbiorowo nazywane s¡ metodami �post-HF�. Metoda Hartree'ego-Focka
polega na obliczeniach pola samo-uzgodnionego (ang. self-consistent �eld, SCF) wprowadzo-
nego wraz z przybli»eniem ±redniego pola (ang. mean-�eld approximation). Dokonywane s¡
one w sposób iteracyjny, wykorzystuj¡c wariacj¦ potencjaªu oddziaªywa« ±redniej warto±ci pola
elektrostatycznego wytwarzanego przez elektrony systemu, z ka»dym krokiem zbli»aj¡c wynik
do oczekiwanej (rzeczywistej) warto±ci energii ukªadu.

Nierozª¡cznym zaªo»eniem w metodach ab initio i innych jest przybli»enie wprowadzo-
ne w 1927 roku przez Maksa Borna i Roberta Oppenheimera. Uwzgl¦dnia ono fakt znacznej
ró»nicy w masach j¡dra atomowego i elektronu* sprawiaj¡c, »e funkcja falowa ukªadu elektro-
nów i jonów sieci krystalicznej mo»e zosta¢ rozdzielona na funkcj¦ falow¡ cz¦±ci elektronowej
(χ(r⃗, R⃗)) oraz funkcj¦ falow¡ cz¦±ci j¡drowej (ϕ(R⃗)) [9]. W ten sposób zakªada si¦, »e j¡dra
atomowe s¡ w spoczynku w stosunku do bardziej ruchliwych elektronów, nie zaniedbuj¡c drga«
sieci krystalicznej. Taka aproksymacja nale»y do rodzaju przybli»e« adiabatycznych i pozwala
na rozdzielenie operatora Hamiltona (II.4) na cz¦±¢ elektronow¡ Ĥe oraz cz¦±¢ j¡drow¡ ĤN :

Ĥe = −1

2
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, (II.6)

ĤN = −1
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A +
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M∑
B>A
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RAB
. (II.7)

Najwi¦kszy wpªyw na obserwowalne wªasno±ci ciaªa maj¡ elektrony znajduj¡ce si¦ w jego struk-
turze. Z uwagi na fakt, i» wyraz ĤN mo»na pomin¡¢ podczas analizy struktury elektronowej,

*Masa spoczynkowa pojedynczego protonu jest okoªo 1800 razy ci¦»sza od masy spoczynkowej elek-
tronu.
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w dalszym opisie ukªadu kwantowego zrezygnowano z czªonów Hamiltonianu Ĥ odpowiedzial-
nych: za energi¦ kinetyczn¡ j¡der atomowych T̂N (R⃗) oraz za potencjaª oddziaªywania kulom-
bowskiego pomi¦dzy nimi V̂NN (R⃗). W takiej kon�guracji rozwi¡zaniem równania Schrödingera
pojedynczego elektronu b¦dzie funkcja falowa opisuj¡ca jego orbital.

W celu opisania orbitalu molekularnego ukªadu, w którym wyst¦puje wi¦cej ni» jeden elek-
tron, nale»y wzi¡¢ pod uwag¦ jego spin. Zasada Pauliego mówi o tym, »e w danym ukªadzie
molekularnym nie mog¡ istnie¢ dwa fermiony o takich samych liczbach kwantowych. Zatem aby
zakaz Pauliego zostaª speªniony, dwie mo»liwo±ci spinu elektronu musz¡ zosta¢ rozgraniczone
na: spin �do góry� ↑ (ms = +1

2) oraz spin �do doªu� ↓ (ms = −1
2). Spinorbitalem zatem b¦dzie

funkcja falowa okre±lona dla pojedynczego elektronu z rozró»nieniem jego spinu, z tego wzgl¦du
nale»y wprowadzi¢ do rozwa»a« funkcje spinu α i β. Spinorbital χ(x⃗) b¦dzie wtedy iloczynem
orbitalu przestrzennego ψ(r⃗) i funkcji spinu: χ(x⃗) = ψ(r⃗)α lub χ(x⃗) = ψ(r⃗)β, gdzie x⃗ jest zbio-
rem wspóªrz¦dnych poªo»enia elektronu i jego spinu. Obie funkcje spinowe mog¡ by¢ okre±lone
w tym samym orbitalu przestrzennym. Aby unikn¡¢ kon�iktu z zasad¡ Pauliego, nale»y zaªo»y¢
ich ortonormalno±¢, któr¡ wprowadza si¦ w rozwa»ania poprzez iloczyn stanu |χj⟩ ze stanem
⟨χi|:

⟨χi(x⃗)|χj(x⃗)⟩ =
∫
χ†
i (x⃗)χj(x⃗)dx⃗ = δij . (II.8)

W powy»szym wyra»eniu symbol † oznacza hermitowskie sprz¦»enie operatora χi, podczas gdy
δij wprowadza delt¦ Kroneckera*. Zatem iloczyn dla takich samych spinorbitali b¦dzie ró»ny
od zera, a iloczyn dla ró»nych spinorbitali b¦dzie wynosiª zero, zapewniaj¡c speªnienie reguªy
Pauliego.

Pierwszej próby zªo»enia wielu funkcji falowych ukªadu wielu elektronów w jedn¡ zapro-
ponowaª w 1928 roku Douglas Hartree, wykorzystaª do tego iloczyn pojedynczych funkcji fa-
lowych dla ka»dego elektronu z osobna [10, 11]. Aczkolwiek, zastosowanie liniowej kombinacji
pojedynczych funkcji falowych powoduje, »e obliczona funkcja falowa opisuje ukªad, w którym
elektrony ze sob¡ nie oddziaªuj¡. Co gorsza, nie jest ona antysymetryczna, tak jak powinna
ona by¢ w przypadku fermionów. Takie podej±cie jest wi¦c niepoprawne. Aby speªni¢ warunek
antysymetryczno±ci dla ukªadu dwuelektronowego, mo»na zapisa¢ jego funkcj¦ falow¡ w postaci
ró»nicy:

Φ (x⃗1, x⃗2) = χ1 (x⃗1) · χ2 (x⃗2)− χ1 (x⃗2) · χ2 (x⃗1) . (II.9)

Jest to wyznacznik macierzy kwadratowej o wymiarze 2. Aby opisa¢ funkcj¦ falow¡ ukªadu
N elektronów nale»y utworzy¢ podobn¡ macierz, lecz o wymiarze N . Taka posta¢ macierzy
zostaªa zaproponowana przez Johna Slatera w 1929 roku [12]. Znormalizowana funkcja falowa,
zapisana przy pomocy wyznacznika Slatera otrzyma posta¢:

ΦS (x⃗1, x⃗2, ..., x⃗n) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
χ1 (x⃗1) χ2 (x⃗1) · · · χn (x⃗1)
χ1 (x⃗2) χ2 (x⃗2) · · · χn (x⃗2)

...
...

. . .
...

χ1 (x⃗n) χ2 (x⃗n) · · · χn (x⃗n)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , (II.10)

lub te» w równowa»nej formie:

*Delta Kroneckera jest funkcj¡, której warto±¢ wynosi 0, gdy oba jej argumenty s¡ ró»ne lub 1, gdy
jej argumenty s¡ takie same.
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ΦS (x⃗1, x⃗2, ..., x⃗n) ≡ |χ1 (x⃗1)χ2 (x⃗2) · ... · χn (x⃗n)⟩ (II.11)

Warto±¢ wªasna dowolnego operatora Â mo»e zosta¢ okre±lona przy pomocy wyra»enia〈
Â
〉
=
〈
ψ|Â|ψ

〉
, dla znormalizowanego wektora ψ. Zatem je±li funkcja falowa Ψ b¦dzie zawie-

raªa baz¦ funkcyjn¡ caªego ukªadu, to mo»liwym b¦dzie uzyskanie warto±ci energii wªasnej Ee

Hamiltonianu elektronowego Ĥe z relacji:

Ee = ⟨Ψ| Ĥe |Ψ⟩ . (II.12)

Wyra»enie to mo»na zapisa¢ tak»e z de�nicji notacji bra-ket w sposób nast¦puj¡cy:∫
Ψ†ĤeΨdτ = Ee

∫
Ψ†Ψdτ, (II.13)

gdzie dτ jest ró»niczk¡ po spinach i poªo»eniach wszystkich elektronów.
Wyznacznik Slatera opisuje energi¦ ukªadu dokªadnie tylko wtedy, gdy mo»na Hamiltonian

z nim zwi¡zany rozdzieli¢ na sum¦ i-tych przyczynków ĥ(i). Aby to zaªo»enie zostaªo speªnio-
ne, podej±cie Hartree'ego-Focka przybli»a funkcj¦ falow¡ elektronu tak, jakby ten poruszaª si¦
w efektywnym polu elektrycznym o ±redniej warto±ci przestrzennej. Przy takim zaªo»eniu, pro-
blem oddziaªywania wszystkich elektronów pomi¦dzy sob¡ sprowadzony jest do problemu od-
dziaªywania pojedynczych elektronów znajduj¡cych si¦ w polu potencjalnym tworzonym przez
pozostaªe ªadunki. Hamiltonian opisuj¡cy energi¦ ukªadu, oparty o takie przyczynki jednoelek-
tronowe przybierze posta¢ sumy:

Ĥe =
∑
i=1

⟨χi(x⃗i)| ĥ(i) |χi(x⃗i)⟩. (II.14)

Przy czym operator ten nie b¦dzie zawieraª w sobie czªonu odpowiedzialnego za opis oddzia-
ªywa« wyst¦puj¡cych pomi¦dzy elektronami, lecz jedynie operatory: energii kinetycznej T̂e(r⃗)
i potencjaªu V̂Ne(r⃗, R⃗). Aby wprowadzi¢ te oddziaªywania do modelu, de�niuje si¦ operator
dwuelektronowy:

Ĥee =
∑
i<j

1

rij
, (II.15)

który zale»ny jest od wzajemnej odlegªo±ci elektronu j-tego od i-tego. Podsumowuj¡c, hamil-
tonian ukªadu kwantowego w podej±ciu Hartree'ego-Focka b¦dzie sum¡ operatorów: jednoelek-
tronowego Ĥe i dwuelektronowego Ĥee, a jego energia wªasna b¦dzie opisana równaniem:

EHF = ⟨Ψ| ĤHF |Ψ⟩ = ⟨Ψ| Ĥe + Ĥee |Ψ⟩ . (II.16)

Przej±cie z bazy funkcyjnej Ψ do zapisu w ramach notacji Diraca, po wszystkich spinorbitalach
χ(x⃗), doprowadzi do formuªy opisuj¡cej energi¦ wªasn¡ z podej±cia metody HF:

19



EHF =
∑
i

∫
χ†
i (x⃗i)ĥiχi(x⃗i)dx⃗i +

1

2

∑
i,j=1

∫ ∫
χ†
i (x⃗1)χ

†
j (x⃗2)

1

r12
χi (x⃗1)χj (x⃗2) dx⃗1dx⃗2

− 1

2

∑
i,j=1

∫ ∫
χ†
i (x⃗1)χ

†
j (x⃗2)

1

r12
χi (x⃗2)χj (x⃗1) dx⃗1dx⃗2.

(II.17)

W powy»szym wyra»eniu dwie ostatnie caªki okre±la si¦ odpowiednio mianem: operatora ku-
lombowskiego Ĵij ≡ ⟨ij|ij⟩, który opisuje oddziaªywania odpychaj¡ce elektrony oraz operatora
wymiany K̂ij ≡ ⟨ij|ji⟩, który wprowadza oddziaªywania wymienne elektronów o tych samych
spinach. Przy czym speªnione s¡ zale»no±ci: Ĵij ≥ K̂ij ≥ 0 oraz Ĵii = K̂ii. Energi¦ wªasn¡ ope-
ratora Hamiltona w podej±ciu Hartree'ego-Focka mo»na zapisa¢ tak»e wykorzystuj¡c skrótow¡
notacj¦ Diraca:

EHF =
∑
i

⟨i|ĥi|i ⟩+
1

2

∑
ij

⟨ij|ij⟩ − ⟨ij|ji⟩. (II.18)

Metoda Hartree'ego-Focka zakªada obliczenie energii wªasnej w sposób wariacyjny. Takie
podej±cie opiera si¦ na wprowadzeniu niewielkiego wzburzenia w funkcj¦ falow¡ ukªadu (χi →
χi + δχi) i analizie jego wpªywu na energi¦ wªasn¡. Stan stacjonarny (niewzburzony), zapisany
przy pomocy metody nieokre±lonych mno»ników Lagrange'a (ϵij) utworzy funkcjonaª Ω:

Ω [χi] = EHF [χi]−
∑
ij

ϵij (⟨χi(x⃗1)|χj(x⃗2)⟩ − δij). (II.19)

Wzburzenie funkcji falowej orbitalu χi sprawi zmian¦ funkcjonaªu Ω, co przy aplikacji zaªo»enia
δΩ = 0, doprowadzi do równania wªasnego:ĥ(x⃗1) +∑

j ̸=i

Ĵj(x⃗1)−
∑
j ̸=i

K̂j(x⃗1)

χi(x⃗i) = ϵiχi(x⃗1). (II.20)

Korzystaj¡c z relacji
(
Ĵi(x⃗1)− K̂i(x⃗1)

)
χi(x⃗1) = 0, mo»na zrezygnowa¢ z ograniczenia j ̸= i

i wyprowadzi¢ wzór opisuj¡cy operator Focka:

F̂ (x⃗1) = ĥ(x⃗1) +
∑
j

Ĵj(x⃗1)− K̂j(x⃗1). (II.21)

Jest to jednoelektronowy operator o wyj¡tkowo u»ytecznej cesze � nie zale»y on od spinorbitalu,
na który dziaªa; ponadto, wszystkie jego warto±ci wªasne s¡ rzeczywiste. Przy jego wykorzysta-
niu, równania Hartree'ego-Focka przyjm¡ nast¦puj¡c¡ posta¢:

F̂ (x⃗1)χi(x⃗1) = ϵiχi(x⃗1). (II.22)

Nale»y pami¦ta¢ o tym, »e jeden orbital mo»e by¢ obsadzony dwoma elektronami, ze wzgl¦du
na mo»liw¡ ró»nic¦ spinów. Z tego powodu obliczenia caªek J orazK b¦d¡ si¦ ró»ni¢ dla ukªadów
otwarto-powªokowych (ang. open shell), w których wyst¦puje nieparzysta liczba spinorbitali na
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powªoce walencyjnej. W przypadku ukªadów o sparowanych spinorbitalach dokonuje si¦ ob-
licze« przy wykorzystaniu powy»szych równa«, tworz¡c odpowiedni¡ macierz i uwzgl¦dniaj¡c
sko«czon¡ baz¦ funkcyjn¡ funkcji falowych. Takie podej±cie okre±lane jest mianem ograniczone-
go HF (ang. Restricted Hartree-Fock, RHF). Gdy ukªad nie posiada parzystej liczby elektronów
na ostatnim orbitalu, to dokonuje si¦ oblicze« wymagaj¡cych rozdzielenia operatora Focka na
dwa osobne operatory dla poszczególnego spinu. Metoda ta nosi nazw¦ nieograniczonego HF
(ang. Unrestricted Hartree-Fock, UHF).

Metody post-HF

Ogóª metod, które wywodz¡ si¦ z podej±cia Hartree'ego-Focka i wykorzystuj¡ obliczenia
numeryczne równania Schrödingera oraz caªek oddziaªywa« elektronowych z wprowadzonym
czªonem oddziaªywa« korelacyjnych nazywa si¦ metodami post-Hartree'ego-Focka [13]. Tych
metod jest wiele i w zale»no±ci od analizowanego ukªadu dane podej±cie mo»e okaza¢ si¦ bardziej
dokªadne lub skróci¢ czas obliczeniowy. Poni»ej pokrótce opisane zostaªy dwie gªówne metody
obliczeniowe z tej dziedziny.

� Metoda Oddziaªywania Kon�guracji (ang. Con�guration Interaction, CI) polega na wpro-
wadzeniu oddziaªywa« korelacyjnych pomi¦dzy elektronami do metody HF [14]. Doko-
nywane jest to przy wykorzystaniu kombinacji liniowej wielu wyznaczników Slatera z od-
powiednio dobranymi wspóªczynnikami Ck:

Ψ(x1, x2, . . . , xN ) =
∑
k

Ψk(x1, x2, . . . , xN )Ck. (II.23)

Zalet¡ takich kalkulacji jest mo»liwo±¢ wprowadzenia dowolnej kon�guracji elektronowej
w obliczenia, potencjalnie daj¡c peªn¡ informacj¦ o energii ukªadu. Niemniej jednak wi¡»e
si¦ to z ogromnym wydatkiem pami¦ci obliczeniowej oraz prowadzi do cz¦stych problemów
natury numerycznej, ze wzgl¦du na ilo±¢ kombinacji, które w granicy precyzji oblicze«
wi¦kszych ukªadów mog¡ okaza¢ si¦ wspóªliniowe.

� Teoria perturbacji Møllera-Plesseta (MPPT lub MP) wprowadza oddziaªywania korela-
cyjne, pomijaj¡c wzburzenia funkcji falowej [15]. Zamiast tego, wprowadza ona operator
perturbacyjny P̂ , o parametrze λ opisuj¡cym stopie« zaburzenia hamiltonianu ukªadu
zbudowanego z sumy operatorów Focka Ĥ(0) =

∑
F̂ :

Ĥλ = Ĥ(0) + λP̂ (II.24)

Takie podej±cie pozwala okre±li¢ energi¦ wªasn¡ Hamiltonianu wzburzonego, w zale»no±ci
od stopnia perturbacji. Pierwszy stopie« oblicze« okre±lany jest mianem MP1 i energia
wªasna jest wtedy równa energii wªasnej otrzymywanej metod¡ HF. Ka»dy kolejny poziom
oblicze« (MP2, MP3, itd.) wprowadza kolejn¡ perturbacyjn¡ poprawk¦ energii.

II.2 Metody póªempiryczne

Na potrzeby oblicze« dotycz¡cych ukªadów zªo»onych z bardzo du»ej ilo±ci atomów lub
atomów ci¦»kich pierwiastków, które wymagaj¡ du»ej mocy obliczeniowej, czasu i pami¦ci,
stworzono metody póªempiryczne. Opieraj¡ si¦ one na formalizmie metod ab initio z zaªo»ony-
mi wieloma (niekiedy bardzo istotnie upraszczaj¡cymi) przybli»eniami. Zysk czasowy jest przez
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to ogromny, jednak obarczony ryzykiem uzyskania niskiej dokªadno±ci wyników, które uniemo»-
liwiaj¡ �zyczn¡ interpretacj¦. Aby skompensowa¢ powstaªy problem, wprowadza si¦ okre±lone
parametry w miejscach upraszczanych równa«, bazuj¡c na wynikach eksperymentalnych lub
analitycznych [16].

Metoda Hückla

Jedn¡ z najprostszych metod stosowanych do okre±lania energii orbitali molekularnych jest
metoda Hückla zaproponowana w 1930 roku [17]. Podej±cie to polega na obliczeniach kwantowo-
mechanicznych tylko dla orbitali molekularnych typu π, ze wzgl¦du na du»¡ ilo±¢ wªasno±ci
chemicznych, które pochodz¡ od tego wi¡zania. Sprawia to, »e stosowalno±¢ tej metody jest
ograniczona tylko do struktur chemicznych prawie lub caªkowicie dwuwymiarowych. Prostota
tego algorytmu objawia si¦ w braku potrzeby rozwi¡zywania równania Schrödingera i polega
na wykorzystaniu metody wariacyjnej przy okre±laniu orbitali molekularnych, których opis
dokonywany jest przy pomocy liniowej kombinacji orbitali atomowych.

Metoda Parisera-Parra-Pople'a

Metoda Parisera-Parra-Pople'a tak»e dokonuje analizy tylko wi¡za« π, jednak formalizm,
który za tym stoi jest zdecydowanie bardziej rozwini¦ty w kierunku podej±cia z pierwszych zasad
[18, 19, 20]. Jej najwa»niejszymi czynnikami s¡: wykorzystanie operatora przybli»aj¡cego od-
dziaªywanie efektywne wi¡za« typu π oraz wykorzystanie parametrów uzyskanych empirycznie,
wprowadzaj¡cych oddziaªywania korelacji elektronów. Metoda ta pozwala okre±la¢ wªasno±ci
orbitali molekularnych ukªadów wzbudzonych.

Metody póªempiryczne opisuj¡ce wszystkie elektrony walencyjne

Istnieje kilka typów formalizmów, które wprowadzaj¡ opis wszystkich elektronów walencyj-
nych, w przeciwie«stwie do poprzednich metod póªempirycznych. W ogólnej mierze, bazuj¡ one
na parametryzacji caªek dwuelektronowych metody Hartree'ego-Focka. Typowym przykªadem
jest metoda MNDO (ang. Modi�ed Neglect of Diatomic Overlap), która polega na rozdzieleniu
tych caªek na cz¦±ci przy wykorzystaniu zaªo»enia potencjaªu elektrostatycznego, który umo»-
liwia pomini¦cie elektronów znajduj¡cych si¦ blisko j¡dra atomowego. Rozwini¦ciem metody
MNDO s¡ modele ortogonalizuj¡ce (ang. Orthogonalization Models, OM), które wprowadza-
j¡ potencjaª oddziaªuj¡cy na elektrony, który pozwala zaniedba¢ obecno±¢ j¡dra atomowego
[21, 22].

II.3 Teoria funkcjonaªu g¦sto±ci elektronowej

Funkcja falowa niesie informacje o dost¦pnych stanach, w jakich cz¡stka mo»e si¦ znajdowa¢,
co sprawia, »e jest gªówn¡ wielko±ci¡ u»ywan¡ w kwantowym podej±ciu do badania struktur.
Zgodnie z zasad¡ superpozycji, funkcja falowa caªego ukªadu jest sum¡ funkcji falowych jego
skªadników. Oznacza to, »e w przypadku trójwymiarowego systemu, zªo»onego z N elemen-
tów, funkcja falowa Ψ zale»na jest od 3N + 1 zmiennych rzeczywistych. Funkcja falowa jest
zatem niezwykle skomplikowanym tworem w podej±ciu analitycznym, a tak»e wymagaj¡cym
pod wzgl¦dem mocy obliczeniowej nawet dla maªych struktur. Stosunkowo szybko rozpocz¦to
próby zast¡pienia jej bardziej por¦czn¡ wielko±ci¡ �zyczn¡.
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Teoria funkcjonaªu g¦sto±ci (DFT) opiera si¦ na poj¦ciu g¦sto±ci elektronowej ρ(r⃗, s), za-
le»nej od wspóªrz¦dnej przestrzennej r⃗ i spinowej s. Wielko±¢ ta, de�niowana jest w oparciu
o funkcj¦ falow¡ Ψ ukªadu w taki sposób, »e okre±la ona prawdopodobie«stwo znalezienia jed-
nego elektronu w elemencie przestrzeni dr⃗, uwzgl¦dniaj¡c stany zajmowane przez pozostaªe
elektrony:

ρ(r⃗, s) = N
∑

s2,...,sN

∫
d3r⃗2 . . . d

3r⃗N |Ψ(r⃗1, s1 . . . r⃗N , sN )|2. (II.25)

Warto±¢ tej funkcji jest zawsze nieujemna i jedynie w niesko«czono±ci d¡»y do zera, a caªkuj¡c j¡
po przestrzeni dr⃗ mo»na okre±li¢ liczb¦ elektronów (N) w niej zawartych. Podczas wyznaczania
gradientu tej funkcji, w pobli»u j¡dra atomowego obserwuje si¦ osobliwo±¢ energii potencjalnej
∇ρ(r⃗ → 0) = −∞. G¦sto±¢ elektronowa w odró»nieniu od funkcji falowej jest obserwabl¡, co
oznacza, i» mo»na j¡ bezpo±rednio bada¢. U»ywa si¦ do tego mi¦dzy innymi metod obrazowania,
które wykorzystuj¡ szerok¡ gam¦ promieniowania elektromagnetycznego.

Poj¦cie potencjaªu g¦sto±ci elektronowej zostaªo wykorzystane po raz pierwszy w modelu
Thomasa-Fermiego z 1927 roku [23, 24]. Bazuje ono na idei jednolitego gazu elektronowego, dla
którego zostaª zaproponowany nast¦puj¡cy funkcjonaª energii caªkowitej, opisany wyª¡cznie
przy pomocy poj¦cia g¦sto±ci elektronowej:

ETF [ρ(r⃗)] =
3

10
(3π2)2/3

∫
ρ5/3(r⃗)dr⃗ − Z

∫
ρ(r⃗)

r⃗
dr⃗ +

1

2

∫ ∫
ρ(r⃗1)ρ(r⃗2)

r12
dr⃗1dr⃗2. (II.26)

Aby rozstrzygn¡¢ sªuszno±¢ warto±ci wspóªczynników przy funkcji g¦sto±ci elektronowej u»ytej
w tym wzorze wykorzystano metod¦ wariacyjn¡. Autorzy modelu przyj¦li, i» stan podstawowy
ukªadu jest powi¡zany z warto±ci¡ g¦sto±ci elektronowej, dla której energia si¦ minimalizuje,
przy ograniczeniu

∫
ρ(r⃗)dr⃗ = N , dla N elektronów. Model ten sprawdza si¦ w przypadku gazu

elektronów swobodnych, jednak»e w przypadku zwi¡zanych struktur, pierwsza teoria funkcjona-
ªu g¦sto±ci skazana jest na niepowodzenie ze wzgl¦du na zbyt trywialny opis energii kinetycznej
(pierwszy czªon równania II.26).

Twierdzenia Hohenberga-Kohna

Twierdzenia Hohenberga-Kohna mo»na zastosowa¢ do dowolnego ukªadu, w którym ªadunki
elektryczne poruszaj¡ si¦ pod wpªywem przyªo»onego zewn¦trznego potencjaªu elektrycznego
V̂ext(r⃗). Pierwsze twierdzenie Hohenberga-Kohna mówi o tym, »e taki potencjaª jest unikalnym
(co do pewnej staªej) funkcjonaªem g¦sto±ci elektronowej ukªadu niewzbudzonego i okre±la
operator Hamiltona z nim zwi¡zany [25]. Zobrazowa¢ to mo»na nast¦puj¡co: je»eli dla dwóch
odizolowanych elektronów znajduj¡cych si¦ w zewn¦trznych potencjaªach v̂1(r⃗) i v̂2(r⃗) g¦sto±¢
elektronowa stanu podstawowego jest taka sama, to ró»nica v̂1(r⃗)− v̂2(r⃗) jest wielko±ci¡ staª¡.
Funkcjonaª g¦sto±ci elektronowej okre±la zatem ilo±¢ elektronów w ukªadzie oraz przyªo»ony
zewn¦trzny potencjaª V̂ext(r⃗), co oznacza, »e opisuje on te» wszystkie wªa±ciwo±ci stanu pod-
stawowego, w tym energi¦ kinetyczn¡ i energi¦ potencjaln¡ jego skªadników. Funkcjonaª energii
caªkowitej ukªadu elektronów wyra»a si¦ równaniem:

Ee[ρ] = ENe[ρ] + T [ρ] + Eee[ρ], (II.27)

gdzie wyraz T [ρ] opisuje funkcjonaª energii kinetycznej elektronów, a ENe i Eee wprowadzaj¡ do
formalizmu odpowiednio: energi¦ oddziaªywania pomi¦dzy j¡drami atomów a elektronami oraz
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energi¦ oddziaªywania elektron-elektron. Okre±lenie funkcjonaªu ENe nie sprawia nadmierne-
go problemu, jednak»e wyprowadzenie postaci pozostaªych elementów tego równania wymaga
podej±cia nieklasycznego i silnie nietrywialnego. Z tego powodu, równanie (II.27) rozpisuje si¦
wprowadzaj¡c funkcjonaª Hohenberga-Kohna, FHK [ρ] = T [ρ] + Eee[ρ]:

Ee[ρ] =

∫
ρ(r⃗)V̂ext(r⃗)dr⃗ + FHK [ρ]. (II.28)

Pierwsze twierdzenie Hohenberga-Kohna udowadnia, »e mo»liwe jest rozwi¡zanie równania
Schrödingera ±ci±le, przy warunku znajomo±ci funkcjonaªu FHK . Niestety jego dokªadna posta¢
nie jest znana. Aczkolwiek po rozdzieleniu funkcjonaªu oddziaªywania elektron-elektron wedªug
schematu: Eee[ρ] = J [ρ] + Enoncl[ρ], mo»na okre±li¢ jego klasyczn¡ cz¦±¢ (J):

J [ρ] =
1

2

∫ ∫
ρ(r⃗1)ρ(r⃗2)

r12
dr⃗1dr⃗2. (II.29)

Niewiadom¡ nadal pozostaje funkcjonaª Enoncl, który okre±la nieklasyczny wkªad w oddzia-
ªywanie elektron-elektron, do którego nale»¡: poprawki oddziaªywa« wzajemnych, korelacje
kulombowskie oraz efekty wymiany.

Drugi postulat Hohenberga-Kohna stwierdza, i» funkcjonaª FHK , który dostarcza brakuj¡c¡
wiedz¦ o energetycznym stanie podstawowym E0 ukªadu, ukazuje j¡ tylko wtedy, gdy wej±ciowa
warto±¢ g¦sto±ci elektronowej ρ0 jest rzeczywist¡ g¦sto±ci¡ stanu podstawowego. W oparciu o t¦
zasad¦ wprowadza si¦ do formalizmu metod¦ wariacyjn¡. Dla ka»dego wej±ciowego funkcjonaªu
g¦sto±ci elektronowej speªniaj¡cego warunki graniczne, zwi¡zane z potencjaªem zewn¦trznym
V̂ext, energia obliczona przy pomocy funkcjonaªu (II.27) reprezentuje co najwy»ej górn¡ granic¦
warto±ci energii stanu podstawowego ukªadu:

E0 ≤ T [ρ0] + ENe[ρ0] + J [ρ0] + Enoncl[ρ0] (II.30)

Prawdziwa energia E0 ujawnia si¦ tylko wtedy, gdy wykorzystana jest rzeczywista warto±¢ g¦sto-
±ci stanu podstawowego. Twierdzenia Hohenberga-Kohna pokazuj¡ wi¦c, »e wszystkie wªasno±ci
ukªadu mog¡ by¢ okre±lone przy pomocy zewn¦trznego potencjaªu V̂ext, który jest ±ci±le powi¡-
zany z g¦sto±ci¡ elektronow¡ stanu podstawowego. Implikuje to ograniczenie w stosowalno±ci
tej metody tylko dla stanu podstawowego, gdy» analiza stanów wzbudzonych jest niemo»liwa
w jej pierwotnej postaci.

Równania Kohna-Shama

W du»ym stopniu trudno±ci zwi¡zane z brakiem wiedzy o funkcjonale FHK niwelowane
s¡ przez model Kohna-Shama z roku 1965, znosz¡c tak»e nie±cisªo±ci pozostawione w pierw-
szej teorii funkcjonaªu g¦sto±ci Thomasa-Fermiego [26, 27]. Korzystaj¡c z drugiego twierdzenia
Hohenberga-Kohna, autorzy równa« postuluj¡: je±li g¦sto±¢ elektronowa stanu podstawowe-
go zast¦pczego ukªadu (zawieraj¡cego elementy odpowiadaj¡ce elementom badanej struktury,
które nie oddziaªuj¡ ze sob¡) jest taka sama jak ukªadu rzeczywistego, to ukªady te mo»na z po-
wodzeniem zast¡pi¢. Operacja ta polega na utworzeniu potencjaªu V̂S dla ukªadu zast¦pczego
wiedz¡c, »e istnieje tylko jeden taki potencjaª opisuj¡cy energi¦ stanu podstawowego. Problem
równania Schrödingera dla pierwotnego ukªadu mo»e sta¢ si¦ zatem znacznie ªatwiejszym za-
gadnieniem o równaniach opisuj¡cych ukªad zast¦pczy.
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Metod¡ mno»ników Lagrange'a mo»na okre±li¢ jednoelektronowy operator Kohna-Shama
f̂KS , speªniaj¡cy równanie wªasne f̂KSψi = ϵiψi:

f̂KS = −1

2
∇2 + V̂S(r⃗). (II.31)

Funkcjonaª energii kinetycznej nieoddziaªuj¡cych elektronów TKS jest opisany równaniem:

TKS [ρ] = −1

2

N∑
i

⟨ψi|∇2| ψi⟩ . (II.32)

Wówczas operator potencjaªu zast¦pczego V̂S jest sum¡ potencjaªów wszystkich oddziaªywa«
maj¡cych wpªyw na ukªad:

V̂S(r⃗) = V̂ext(r⃗) +
δJ [ρ]

δρ(r⃗)
+
δExc[ρ]

δρ(r⃗)
, (II.33)

a g¦sto±¢ elektronowa ρ(r⃗) zde�niowana jest w sposób:

ρ(r⃗) =

N∑
i

∑
s

|ψi(r⃗, s)|2 = 2
∑
i

|ψi(r⃗)|2. (II.34)

Potencjaª VS mo»e by¢ obliczony przy wykorzystaniu metody samouzgodnionego pola minima-
lizuj¡cego energi¦ ukªadu. Procedura ta polega na przybli»eniu warto±ci funkcjonaªu g¦sto±ci
elektronowej ρ0(r⃗), wykorzystuj¡c niewzburzon¡ funkcj¦ falow¡ ψ0 oraz warto±¢ potencjaªu Vxc
okre±lonego przez zmian¦ energii Exc. Iteracyjnie rozwi¡zuje si¦ tak»e nast¦puj¡ce równanie
wªasne: (

−1

2
∇2 + V̂ext(r⃗) +

δJ [ρ]

δρ(r⃗)
+
δExc[ρ]

δρ(r⃗)

)
ψi = ϵiψi, (II.35)

pozwalaj¡ce okre±li¢ funkcj¦ falow¡ ψi, która jest dan¡ wej±ciow¡ do kolejnej iteracji oblicze«.
Proces ten jest powtarzany z ustalon¡ w poprzednim obliczeniu warto±ci¡ funkcji falowej, do
momentu otrzymania warto±ci energii caªkowitej o zadanej precyzji.

Funkcjonaªy korelacyjno-wymienne (Exc)

Chc¡c okre±li¢ energi¦ ukªadu wedªug podej±cia teorii funkcjonaªu g¦sto±ci elektronowej
nale»y ustali¢ posta¢ funkcjonaªu energii oddziaªywa« korelacyjno-wymiennych Exc. Dokªadna
jego posta¢ nie jest znana, lecz mo»na stwierdzi¢, »e powinien si¦ on cechowa¢ poni»szymi,
nietrywialnymi wªasno±ciami:

� energia z nim zwi¡zana, powinna by¢ funkcj¡ ilo±ci elektronów ukªadu, której przebieg
przybiera osobliwy ksztaªt dla parzystej ilo±ci elektronów,

� funkcjonaª korelacyjno-wymienny (XC) powinien doprowadza¢ do znoszenia si¦ czªonów
b¦d¡cych obrazem interakcji elektronu z samym sob¡ (doprowadzaj¡c do opisu podobnego
jak w formalizmie teorii Hartree'ego-Focka).
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Niew¡tpliw¡ zalet¡ metody DFT jest to, »e potencjaª XC jest lokalny (Vxc ≡ Vxc(r⃗)), co ozna-
cza zdecydowanie prostszy jego opis w porównaniu do podej±cia HF. Jednak»e »adna funkcja
elementarna nie jest w stanie, nawet lokalnie, zapewni¢ obu z powy»szych wªasno±ci. Jest to
jeden z najpowa»niejszych problemów, z jakimi wi¡»e si¦ wykorzystanie metod funkcjonaªu
g¦sto±ci elektronowej. Obecnie znanych jest wiele metod przybli»aj¡cych funkcjonaª Exc, z któ-
rych podstawowe to: przybli»enie lokalnej g¦sto±ci (ang. Local Density Approximation, LDA),
przybli»enie uogólnionego gradientu (ang. Generalized Gradient Approximation, GGA) oraz
przybli»enie lokalnej g¦sto±ci spinów (ang. Local Spin Density Approximation), która rozdziela
g¦sto±¢ elektronow¡ na cz¦±¢ o spinie �do góry� oraz cz¦±¢ o spinie �do doªu�.

Przybli»enie lokalnej g¦sto±ci

Oryginaln¡ metod¡, która zostaªa wykorzystana przez autorów pierwotnej metody DFT by-
ªo przybli»enie lokalnej g¦sto±ci elektronowej (ang. Local Density Approximation, LDA). W ta-
kim podej±ciu zakªada si¦, »e funkcjonaª Exc mo»na zde�niowa¢ przy pomocy czªonu ϵxc od-
powiedzialnego za warto±¢ energii korelacyjno-wymiennej, okre±lonej dla jednorodnego gazu
elektronowego w sposób nast¦puj¡cy:

ELDA
xc [ρ] =

∫
ρ(r⃗)ϵxc(ρ(r⃗))dr⃗. (II.36)

Ze wzgl¦du na wykorzystany ukªad jednorodnego gazu elektronowego, energi¦ ϵxc mo»na roz-
dzieli¢ na sum¦: ϵxc = ϵx + ϵc, w której znana jest analityczna posta¢ energii wymiany:

ϵx[ρ] = −3

4

(
3ρ(r⃗)

π

)1/3

, (II.37)

wyraz ten przybli»any jest tak»e innymi metodami. Energi¦ korelacji ϵc mo»na jedynie dopa-
sowa¢ numerycznie i w przypadku przybli»enia lokalnej g¦sto±ci dokonuje si¦ tego z wyników
symulacji jednorodnego ukªadu gazu elektronowego*. Powy»sze podej±cie byªo zdecydowanie
lepsze od ówcze±nie stosowanego zaªo»enia Exc = 0 (uproszczony model Hartree) i pozwalaªo
uzyska¢ realistyczne warto±ci: staªych sieciowych, dªugo±ci wi¡za«, cz¦sto±ci fononowych i in-
nych wielko±ci �zycznych charakteryzuj¡cych system.

Przybli»enie uogólnionego gradientu (GGA)

Rozwini¦ciem przybli»enia lokalnej g¦sto±ci jest metoda, w której energia ϵxc, tworz¡ca funk-
cjonaª energii korelacji i wymiany elektronów Exc, zale»na jest od zmiany g¦sto±ci elektronowej
(jej gradientu) w pobli»u miejsca, dla którego warto±¢ funkcjonaªu jest liczona [28, 29, 30].
W tym przybli»eniu ϵxc mo»na opisa¢ relacj¡:

ϵGGA
xc [ρ] = ϵLDA

xc +∆ϵxc

[
|∇ρ(r⃗)|
ρ4/3(r⃗)

]
. (II.38)

Obie te metody przybli»aj¡ce funkcjonaª Exc, obok wcze±niej wspomnianego przybli»enia
lokalnej g¦sto±ci spinów, s¡ podstawowymi metodami stosowanymi do oblicze« przy u»yciu
teorii funkcjonaªu g¦sto±ci. Domy±lnie s¡ one zakodowane w wi¦kszo±ci pakietów obliczenio-
wych wykorzystuj¡cych poj¦cie g¦sto±ci elektronowej. Ogromn¡ zalet¡ ich wykorzystania jest

*Okre±leniem LDA cz¦sto oznacza si¦ caª¡ klas¦ metod ró»ni¡cych si¦ podej±ciem w okre±laniu
energii korelacji ϵc.
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bardzo dobry stosunek dokªadno±ci do czasu oblicze« w przypadku struktur fazy skondensowa-
nej. Ponadto przy ich u»yciu, uzyskuje si¦ wyj¡tkowo dobre wyniki dla ukªadów o przewadze
wi¡za« typu sp. Do wad tych metod mo»na zaliczy¢ zani»anie rzeczywistej warto±ci przerwy
energetycznej oraz du»e problemy w dokªadno±ci podczas analizy struktur magnetycznych.

Funkcjonaªy hybrydowe

O ile okre±lone warunki s¡ speªnione, funkcjonaª Exc mo»na de�niowa¢ jako sum¦ funkcjo-
naªów energii otrzymanych za pomoc¡ znanych przybli»e« w ró»nych proporcjach. Na takiej
zasadzie stworzono funkcjonaªy hybrydowe, które ª¡cz¡ wiele funkcjonaªów w jeden. Typowym
przykªadem jest funkcjonaª B3LYP*, którego konstrukcja wygl¡da nast¦puj¡co [30, 31]:

EB3LY P
xc = ELDA

x + α
(
EHF

x − ELDA
x

)
+ β

(
EGGA

x − ELDA
x

)
+ ELDA

c + γ
(
EGGA

c − ELDA
c

)
,

(II.39)

gdzie α, β oraz γ s¡ odpowiednio dobranymi parametrami, uzyskanymi na podstawie analizy
wyników eksperymentalnych. Funkcjonaªy te znalazªy swoje zastosowanie w chemii kwantowej,
gdzie wyparªy klasyczne. Jednak»e w �zyce ciaªa staªego do oblicze« numerycznych bardzo
cz¦sto stosuje si¦ baz¦ funkcyjn¡ fal pªaskich, w przypadku których funkcjonaªy hybrydowe
wymagaj¡ wielokrotnie wi¦kszej mocy obliczeniowej lub czasu w porównaniu do innych metod.

Metody pseudopotencjaªów

Podczas oblicze« numerycznych struktur periodycznych bardzo efektywnym sposobem na
zmniejszenie czasu obliczeniowego jest wykorzystanie metody pseudopotencjaªów. Jest to przy-
bli»enie oparte na dwóch obserwacjach. Po pierwsze, w niemal ka»dym ukªadzie mo»na okre±li¢
zbiór elektronów rdzeniowych, których energie niewiele si¦ ró»ni¡ pomi¦dzy sob¡. Po drugie, po-
zostaªa cz¦±¢ elektronów, znajduj¡ca si¦ na orbitalach walencyjnych, charakteryzuje si¦ ruchem
oscylacyjnym b¦d¡cym w najwi¦kszej mierze wynikiem reguªy Pauliego lub wynikiem istnienia
warunku ortogonalno±ci orbitali walencyjnych wzgl¦dem orbitali rdzeniowych.

Metoda pseudopotencjaªów polega na zast¡pieniu, we wszystkich atomach obecnych w ukªa-
dzie, energii orbitali rdzeniowych przez pseudo-potencjaªy oddziaªywania kulombowskiego. Pseu-
doatomy, dla których elektrony rdzeniowe s¡ usuni¦te, opisane s¡ z dodatkowym czªonem poten-
cjaªu V̂R, który jest nielokalny. Takie podej±cie sprawia, »e funkcje falowe systemu elektronów
s¡ znacz¡co wygªadzone, pozwalaj¡c na lepsze zastosowanie baz funkcyjnych fal pªaskich. Dzi¦-
ki metodzie pseudopotencjaªów: pr¦dko±¢ oblicze« jest zdecydowanie zwi¦kszona, zmniejsza si¦
energia odci¦cia (ang. cuto� energy), a mniejszy stopie« skomplikowania szeregów Fouriera
sprawia wi¦ksz¡ dost¦pno±¢ baz funkcyjnych do wykorzystania.

Podziaªu elektronów na rdzeniowe i walencyjne zazwyczaj dokonuje si¦ przy okre±leniu che-
micznej aktywno±ci pierwiastka. Orbitale, które bior¡ udziaª przy tworzeniu wi¡za« nale»¡ do
grupy walencyjnych, podczas gdy pozostaªe s¡ zwi¡zane i unieruchomione wraz z j¡drem ato-
mowym. Aczkolwiek jest wiele innych sposobów na okre±lenie pseudopotencjaªu V̂R, jedynym
warunkiem jest to, aby powstaªy Hamiltonian Ĥ + V̂R posiadaª takie same warto±ci wªasne
orbitali jak pierwotny Hamiltonian ukªadu. Do najwa»niejszych rodzajów zaliczymy pseudopo-
tencjaªy zachowuj¡ce norm¦ (ang. norm conserving), ultra-mi¦kkie (ang. ultrasoft) oraz pseudo-
potecjaªy fal pªaskich o wzmocnionych projektorach (ang. Projector Augmented Wave, PAW).

*Bierze on swoj¡ nazw¦ od pierwszych liter nazwisk jego autorów, w któr¡ wkomponowana jest
liczba parametrów w nim wyst¦puj¡cych: Becke, 3 parametry, Lee-Yang-Parr.
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Warto podkre±li¢, i» pomimo solidnej podstawy teoretycznej, dobór odpowiednich pseudopo-
tencjaªów do oblicze« metodami DFT jest skomplikowany i niekiedy ograniczony, tak»e przez
wykorzystywane oprogramowanie.
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Rozdziaª III

Stan nadprzewodz¡cy

Stan nadprzewodz¡cy jest bardzo nietypowym zjawiskiem ze wzgl¦du na dwie unikalne
cechy. Pierwsz¡ wªasno±ci¡, od której bierze on swoj¡ nazw¦, jest zanik oporu elektrycznego
w materiale znajduj¡cym si¦ w stanie nadprzewodz¡cym. Odpowiednie wykorzystanie tego efek-
tu umo»liwia przesyª energii elektrycznej bez strat (bez rezystancji). Oznacza to, »e ªadunek
przemieszczaj¡cy si¦ w takim przewodzie, mógªby przez niego przepªywa¢ niesko«czenie dªugo.
Nietrudno zauwa»y¢, »e tylko ta jedna wªasno±¢ jest w stanie caªkowicie zmieni¢ otoczenie czªo-
wieka. Niemniej, druga cecha, która objawia si¦ w materiale w stanie nadprzewodz¡cym zmienia
tak»e jego charakterystyk¦ magnetyczn¡, sprawiaj¡c, »e staje si¦ on idealnym diamagnetykiem.
Realizacja tego efektu polega na wypychaniu pola indukcji magnetycznej B⃗ z wn¦trza materia-
ªu; zjawisko to nosi nazw¦ efektu Meissnera-Ochsenfelda (lub tylko Meissnera) [32]. Ze wzgl¦du
na prostot¦ pomiaru i jednoznaczno±¢ tego fenomenu, wyst¦powanie tego zjawiska jest najwa»-
niejszym czynnikiem warunkuj¡cym potwierdzenie przej±cia materiaªu w stan nadprzewodz¡cy.
Efekt jest bardzo spektakularny i pozwala na unoszenie si¦ ciaª (a nawet skomplikowanych urz¡-
dze«), a tak»e ich ruch wzgl¦dem �szyn� magnetycznych, przy braku bezpo±redniego kontaktu.
Odpowiednie wykorzystanie pozwala zredukowa¢ tarcie w ukªadach do minimum, pozostawiaj¡c
jedynie opór o±rodka, w którym ruch wyst¦puje. Niestety stan nadprzewodz¡cy jest zjawiskiem,
które zdecydowanie trudno jest uzyska¢. Aby mogªo ono wyst¡pi¢, odpowiedni materiaª musi
znajdowa¢ si¦ poni»ej okre±lonej (dla tego materiaªu) temperatury, zwanej temperatur¡ kry-
tyczn¡ (Tc).

Pierwszym w historii materiaªem, w którym zaobserwowano stan nadprzewodz¡cy jest rt¦¢,
dla której temperatura przej±cia fazowego wynosi 4,2 K (-268,95 ◦C) [33]. Tego odkrycia do-
konaª Heike Kamerlingh Onnes w 1911 roku, za co � obok dokonania pierwszej kondensacji
helu � otrzymaª nagrod¦ Nobla dwa lata pó¹niej. Do lat osiemdziesi¡tych XX wieku jedynym
sposobem na sprowadzenie ciaªa do tak niskiej temperatury byªo jego zanurzenie w ciekªym
helu, dlatego post¦p w poszukiwaniach kolejnych materiaªów byª bardzo ograniczony. W 1987
roku pokonana zostaªa bariera temperatury krytycznej równej 77 K, w temperaturze tej skrapla
si¦ azot. Wytworzono wówczas spiek ceramiczny YBa2Cu3O7−x (YBCO), którego temperatura
krytyczna wyniosªa 93 K [34]. Odkrycie to byªo kontynuacj¡ bada« prowadzonych przez J. Bed-
norz'a i K. Müller'a, którzy wykonali spiek o skrótowej nazwie LaBaCuO, którego Tc wynosi
35 K [35]. Od tamtego momentu dokonuje si¦ podziaªu na nadprzewodniki niskotemperaturowe
oraz wysokotemperaturowe, aczkolwiek stanowisko ±rodowiska naukowego jest podzielone, dla
jakiej temperatury okre±lona jest granica � temperatura krytyczna ukªadu LaBaCuO (35 K),
czy temperatura skraplania azotu (77 K).

Podziaªu materiaªów nadprzewodz¡cych dokonuje si¦ tak»e ze wzgl¦du na oddziaªywanie
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nadprzewodnika z przyªo»onym zewn¦trznym polem magnetycznym. Efekt Meissnera zostaª
odkryty w 1933 roku w próbce cyny oraz w oªowiu. Oznacza to, »e wcze±niej jedynym kryte-
rium, aby zaliczy¢ materiaª do grona nadprzewodników byªo zmierzenie szybkiego spadku opo-
ru elektrycznego, do granicy dokªadno±ci aparatury pomiarowej. Cyna i oªów nale»¡ do grupy
nadprzewodników pierwszego rodzaju, dla których wraz ze wzrostem temperatury zdolno±¢ do
opierania si¦ zewn¦trznemu polu magnetycznemu maleje, a linie indukcji pola magnetycznego
wnikaj¡ do wn¦trza struktury tylko w momencie zerwania stanu nadprzewodz¡cego. Mo»na
zatem okre±li¢ dla nich funkcj¦ Hc nazywan¡ magnetycznym polem krytycznym, której warto±¢
maleje wraz ze wzrostem temperatury. Ukªady nale»¡ce do tej grupy cechuj¡ si¦ najcz¦±ciej
nieskomplikowan¡ struktur¡ chemiczn¡ � zazwyczaj s¡ to ukªady zbudowane w oparciu o tylko
jeden pierwiastek. Natomiast nadprzewodniki drugiego typu przejawiaj¡ istnienie dwóch rodza-
jów powy»szego zjawiska i posiadaj¡ dwa pola krytyczne Hc1 (dolne) i Hc2 (górne), powy»ej
którego stan nadprzewodz¡cy zostaje zniszczony. Zachodzi dla nich odpowiednio: peªne zjawi-
sko Meissnera (poni»ej Hc1) oraz faza, w której stan nadprzewodz¡cy jest zachowany (poni»ej
Hc2), lecz do wn¦trza materiaªu wnikaj¡ pojedyncze linie indukcji pola magnetycznego. S¡ to
tak zwane �uksony (lub inaczej wiry Abrikosova [36]), które s¡ przyczynkiem wirów pr¡dowych
wewn¡trz nadprzewodnika. Wnikaj¡ one do materiaªu w relatywnie równomiernym uªo»eniu,
tworz¡c sie¢ przypominaj¡c¡ (w poprzecznym przekroju) dwuwymiarowy, trygonalny ukªad
krystalogra�czny. Wraz ze wzrostem nat¦»enia zewn¦trznego pola magnetycznego obserwuje
si¦ powi¦kszenie ±rednicy wirów pr¡dowych do momentu zerwania stanu nadprzewodz¡cego �
odpowiada to chwili, w której pr¡dy zaczn¡ na siebie nachodzi¢. W przeciwie«stwie do wi¦k-
szo±ci nadprzewodników pierwszego rodzaju, na drugi typ skªada si¦ ogromna cz¦±¢ materiaªów
bardziej skomplikowanych pod wzgl¦dem struktury chemicznej. Wcze±niej wspomniane nad-
przewodniki wysokotemperaturowe nale»¡ do wªa±nie tej grupy i obok wy»szej temperatury
krytycznej objawiaj¡ one zdecydowanie lepsze, inne wªasno±ci termodynamiczne stanu nad-
przewodz¡cego.

Obok efektywnie zwi¦kszonej odporno±ci na pole magnetyczne o wi¦kszym nat¦»eniu, nad-
przewodniki drugiego typu nie tylko pozwalaj¡ na wnikanie linii pola magnetycznego do wn¦trza
materiaªu, ale tak»e umo»liwiaj¡ ich wi¡zanie lub blokowanie (ang. �ux pinning). Je»eli w mo-
mencie przej±cia w stan nadprzewodz¡cy materiaª b¦dzie znajdowaª si¦ w obecno±ci dostatecznie
silnego, zewn¦trznego pola magnetycznego, to wnikni¦te �uksony wewn¡trz niego go unieru-
chomi¡. Istotnie, w odró»nieniu od efektu Meissnera, ciaªo to b¦dzie stawiaªo opór przy ka»dej
próbie jego poruszenia i b¦dzie do niego powraca¢ w razie wychylenia. Jednocze±nie zjawisko
Meissnera powoduje, »e nadprzewodnik mo»e si¦ porusza¢ wzdªu» linii pola magnetycznego,
równolegle do linii pola indukcji magnetycznej.

Równanie Londonów

Postulatem teorii braci Fritza i Heinza Londonów jest proporcjonalno±¢ g¦sto±ci pr¡du j⃗(r⃗)
wzgl¦dem potencjaªu pola wektorowego pola magnetycznego A⃗(r⃗), zgodnie z zale»no±ci¡:

j⃗(r⃗) =
−nse2

me
A⃗(r⃗) = − 1

µ0λ2L
A⃗(r⃗), (III.1)

gdzie ns opisuje ilo±¢ elektronów, które bior¡ udziaª w indukcji stanu nadprzewodz¡cego, µ0
okre±la przenikalno±¢ magnetyczn¡ materiaªu, a λL jest Londonowsk¡ gª¦boko±ci¡ wnikania.
Korzystaj¡c z równa« Maxwella, przy zaªo»eniu, »e nadprzewodnik jest o±rodkiem niemagne-
tycznym, powy»sz¡ formuª¦ mo»na przepisa¢ jako:
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∇2B⃗(r⃗) =
1

λ2L
B⃗(r⃗). (III.2)

Jest to równanie Londonów, które pokazuje, »e zewn¦trzne pole magnetyczne jest ekranowane
przez pr¡dy pªyn¡ce w pobli»u powierzchni materiaªu nadprzewodnika. Niemniej jednak taki
opis nie jest poprawny w stosunku do odkrytych jeszcze w tym samym roku nadprzewodników
drugiego rodzaju, dla których obok peªnego zjawiska Meissnera (faza Meissnera) obserwuje
si¦ istnienie stanu mieszanego o wy»szym polu krytycznym. Dodatkowo, takie podej±cie nie
przewiduje wpªywu samej sieci krystalicznej na stan nadprzewodz¡cy.

III.1 Teoria Ginzburga-Landaua

Empirycznie wpªyw j¡der atomowych ukªadu na mo»liwo±¢ indukcji stanu nadprzewodz¡ce-
go odkryª Emanuel Maxwell w 1950 roku poprzez obserwacj¦ ró»nych temperatur krytycznych
w próbkach skªadaj¡cych si¦ z ró»nych izotopów rt¦ci [37]. Efekt ten, który okre±lono mianem
izotopowego, caªkowicie zmieniª podej±cie do zagadnienia opisu stanu nadprzewodz¡cego, który
do tej pory dokonywany byª w oparciu tylko o interakcje pomi¦dzy elektronami. Teoria wypro-
wadzona w 1950 roku przez Witalija Ginzburga i Lwa Landaua byªa rozszerzeniem podej±cia
Londonów o kilka wa»nych aspektów. Najwa»niejszym z nich, byªo wprowadzenie poj¦cia funk-
cji parametru porz¡dku ψ(r⃗), która jest funkcj¡ zespolon¡ i opisuje jak bardzo stabilny jest
stan nadprzewodz¡cy w materiale. Jej moduª |ψ†(r⃗)ψ(r⃗)| mo»e by¢ traktowany jako g¦sto±¢
elektronów w punkcie r⃗. Autorzy tej teorii stwierdzili, »e przej±cie ze stanu nadprzewodz¡cego
do normalnego (przy braku istnienia zewn¦trznego pola magnetycznego) jest przej±ciem fazo-
wym drugiego rodzaju. Oznacza to, »e jest to przej±cie ci¡gªe, dla którego funkcja parametru
porz¡dku jest malej¡ca i warto±¢ której si¦ zeruje w temperaturze krytycznej. Dodatkowo, ze
wzgl¦du na mo»liwo±¢ penetracji nadprzewodnika w fazie Meissnera � ekstrapoluj¡c podej±cie
Londonów � funkcja ta powinna male¢ tak»e przy powierzchni materiaªu znajduj¡cego si¦ pod
wpªywem przyªo»onego pola magnetycznego. Zmiana ta nie jest skokowa, a jej przyrost wraz
z oddaleniem si¦ od powierzchni charakteryzuje wielko±¢ zwana dªugo±ci¡ koherencji ξ.

Interesuj¡cy efekt mo»e wyst¡pi¢ w momencie, gdy dla danego materiaªu, gª¦boko±¢ wni-
kania b¦dzie zdecydowanie mniejsza ni» dªugo±¢ koherencji. Wtedy zauwa»y¢ b¦dzie mo»na
zjawisko blokowania si¦ �uksonów w nadprzewodniku, czyli wyst¦powanie oddziaªywania po-
woduj¡cego blokad¦ pozycji ukªadu w okre±lonym poªo»eniu wzgl¦dem penetruj¡cych linii in-
dukcji pola magnetycznego. Efekt blokowania �uksonów mo»na okre±li¢ z przebiegu funkcji
energii swobodnej stanu nadprzewodz¡cego, posªuguj¡c si¦ równaniem z podej±cia Ginzburga-
Landaua:

Fs(r⃗, T ) = Fn(r⃗, T )+α(T )|ψ(r⃗)|2+
β

2
|ψ(r⃗)|4+ 1

2m⋆
e

∣∣∣(−iℏ∇− 2eA⃗(r⃗)
)
ψ
∣∣∣2+ µ0h⃗

2(r⃗)

2
. (III.3)

Wyraz Fn(r⃗, T ) opisuje energi¦ swobodn¡ stanu normalnego przy braku zewn¦trznego pola
magnetycznego, m⋆

e jest mas¡ elektronu w stanie nadprzewodz¡cym. Ponadto α jest funkcj¡
temperatury, a β jest wielko±ci¡ staª¡ wi¦ksz¡ od zera, de�niowane s¡ one nast¦puj¡co:

α(T ) = 1, 83
1

ξ

T − Tc
Tc

, (III.4)
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β = 0, 35 N(ϵF )

(
ℏ2

2m⋆
eξ

2
0

)2
1

(kBTc)2
. (III.5)

Czªon N(ϵF ) w funkcji β opisuje g¦sto±¢ dost¦pnych stanów elektronowych na powierzchni
Fermiego. Równanie (III.3) dla wysokich warto±ci indukcji pola magnetycznego B⃗c(r⃗) mo»na
przeksztaªci¢ w zale»no±¢:

Fs(r⃗) =
B2

c (r⃗)

µ0

−|ψ(r⃗)|2 + 1

2
ξ2

(
∇|ψ(r⃗)|2

)2
|ψ(r⃗)|2

 . (III.6)

Dªugo±¢ koherencji ξ daje informacj¦ o szeroko±ci obszaru b¦d¡cego granic¡ pomi¦dzy stanem
normalnym i stanem nadprzewodz¡cym, w której parametr porz¡dku zmienia si¦ od zera do
warto±ci maksymalnej. Wn¦trze �uksonu posiada minimaln¡ warto±¢ funkcji parametru porz¡d-
ku ψ(r⃗), w odró»nieniu od reszty materiaªu nadprzewodz¡cego, która szybko ro±nie (co opisuje
cz¦±¢: ∇ |ψ(r⃗)|2) wraz z odlegªo±ci¡ r⃗ od jego centrum. Z drugiej strony, pole magnetyczne
wprowadzane w postaci �uksonów penetruje materiaª znacznie gª¦biej � prostopadle do wni-
kania samego �uksonu, obrazuje to rysunek III.1. Londonowska gª¦boko±¢ wnikania λL opisuje
odlegªo±¢, dla której pole magnetyczne malej¦ e-krotnie po wnikni¦ciu do materiaªu. Zaprezen-
towana sytuacja oznacza minimalizacj¦ energii w momencie gdy centrum �uksonu znajduje si¦
dokªadnie w miejscu, w którym znajdowaªo si¦ w czasie przej±cia materiaªu w stan nadprzewo-
dz¡cy.

Rysunek III.1: Diagram rozkªadu parametru porz¡dku |ψ(x)| w kierunku prostopadªym do przy-
ªo»onego pola magnetycznego i spowodowanego tym wnikni¦cia �uksonu wewn¡trz materiaªu.
Nale»y zwróci¢ uwag¦ na zdecydowanie mniejsz¡ warto±¢ dªugo±ci koherencji od gª¦boko±ci wni-
kania, dzi¦ki czemu przyrost warto±ci |ψ(x)| powoduje minimalizacj¦ energii ukªadu dokªadnie
w miejscu �uksonu.

III.2 Teoria Bardeena-Coopera-Schrie�era

Pierwszym modelem fenomenologicznym stanu nadprzewodz¡cego na poziomie mikrosko-
powym jest teoria BCS, której nazwa zostaªa nadana od pierwszych liter nazwisk jej twórców:
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Johna Bardeena, Leona Coopera i Johna Schrie�era [38]. Jest ona znacz¡cym rozwini¦ciem idei
pary elektronowej zaproponowanej przez Herberta Fröhlicha w 1950 roku podczas próby stwo-
rzenia teorii ciaªa staªego bazuj¡cej na teorii pola [39]. Wcze±niejsza próba opisu tych efektów
przy wykorzystaniu teorii perturbacji drugiego rz¦du, w 1937 roku doprowadziªa H. Fröhlicha
do wniosku, »e zjawiska ª¡cz¡ce elektrony w pary zachodz¡ za po±rednictwem drga« sieci kry-
stalicznej [40]. W pó¹niejszym czasie znacz¡cy wpªyw na �zyk¦ ciaªa staªego miaªy rozwa»ania
nad polaronami, czyli kwazicz¡stkami odpowiedzialnymi za oddziaªywania pomi¦dzy elektro-
nami i j¡drami atomów w krysztaªach, których propozycj¦ istnienia w 1933 roku wysun¡ª L.
Landau [41]. Polarony s¡ wynikiem przemieszczenia pobliskich j¡der atomowych i przez to,
ze wzgl¦du na zmian¦ rozkªadu lokalnego ªadunku elektrycznego, mog¡ powodowa¢ ruch elek-
tronów nawet w przypadku materiaªów dielektrycznych. W roku 1953 Tsung-Dao Lee i David
Pines, wraz z Francisem Lowem znale¹li rozwi¡zanie problemu po±redniego sprz¦gania polaro-
nów [42]. David Pines jako autor pracy o oddziaªywaniach elektron-elektron za po±rednictwem
polaronów, w 1955 roku wraz z J. Bardeenem wyznaczyª posta¢ Hamiltonianu potencjaªu od-
dziaªywania efektywnego V̂ eff

k,k′ wyst¦puj¡cego pomi¦dzy dwoma elektronami poprzez drgania
sieci krystalicznej [43]:

V̂ eff
k,k′ =

4πe2(
k⃗ − k⃗′

)2
+ k⃗20

(
1 +

ℏ2ω2(k⃗ − k⃗′)

(ϵk − ϵk′)
2 − ℏ2ω2(k⃗ − k⃗′)

)
. (III.7)

W tym równaniu wyraz ω opisuje cz¦stotliwo±¢ drga« sieci, zale»nej od liczby falowej wekto-
ra falowego. Owe drgania, b¦d¡ce de facto kolejnymi kwazicz¡stkami nazywane s¡ fononami.
Przy takim zapisie potencjaª okre±lony jest pomi¦dzy elektronami o wektorach falowych k⃗ i k⃗′,
o energiach odpowiednio: ϵk i ϵk′ . Wyraz k⃗0 opisuje wektor falowy z podej±cia Thomasa-Fermiego
w prób¦ opisu wpªywu elektronów na ekranowanie zewn¦trznego pola elektrycznego. Pomimo
tego, i» formalnie jest to niekompletny operator Hamiltona (st¡d okre±lenie �efektywny�), to
wnioski z niego pªyn¡ce tworz¡ podwaliny pod kolejne próby okre±lenia postaci potencjaªu od-
dziaªywania elektron-elektron. Dla ró»nic energii pomi¦dzy elektronami (ϵk − ϵk′)

2 mniejszych
od energii drga« sieci ℏ2ω2(k⃗− k⃗′), wkªad fononu w efekt ekranowania ma przeciwny znak w po-
równaniu do oddziaªywa« ekranuj¡cych pochodz¡cych wyª¡cznie od elektronów i co do warto±ci,
przekracza go pod wzgl¦dem rz¦du wielko±ci. Jako±ciowo oddziaªywanie to mo»na opisa¢ nast¦-
puj¡co: gdy jeden elektron dokonuje przeskoku wzbudzaj¡c fonon zmienia si¦ lokalny rozkªad
g¦sto±ci ªadunku, a ta �uktuacja powoduje przeskok innego elektronu. Gdy ró»nica energii tych
elektronów jest dostatecznie maªa (w porównaniu do energii fononu), wyst¡pi oddziaªywanie
paruj¡ce pomi¦dzy nimi.

Równanie (III.7) staªo si¦ punktem startowym do opisu oddziaªywa« pomi¦dzy elektro-
nami i fononami w metalach, jest wi¦c ono jednym z kamieni milowych do stworzenia teorii
BCS. Nale»y jednak podkre±li¢, i» o ile bardzo istotnym jest efekt ª¡czenia si¦ fermionów w pa-
ry Coopera, który zostaª ekstensywnie wykorzystany w jej rozwa»aniach, o tyle sama teoria
BCS niewiele wnosi do analizy mechanizmu przyci¡gaj¡cego elektrony [44]. Pomimo tego, wiele
do±wiadcze«, których wcze±niej nie daªo si¦ w peªni wytªumaczy¢, posiadªo odpowiednie zaple-
cze teoretyczne, przez co model BCS uznawany jest do tej pory za najbardziej udan¡ teori¦
nadprzewodnictwa. Do momentu odkrycia nadprzewodnictwa wysokotemperaturowego istniaªo
niewiele nadprzewodników, których nie byªa ona w stanie opisa¢. Z praktycznego punktu wi-
dzenia, zalet¡ wykorzystania teorii BCS jest szereg uniwersalnych staªych daj¡cych wgl¡d we
wªasno±ci termodynamiczne stanu nadprzewodz¡cego.

Wraz z upªywem czasu od stworzenia teorii Bardeena-Coopera-Schrie�era odkrywano coraz
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wi¦cej bardziej skomplikowanych strukturalnie materiaªów, których termodynamika stanu nad-
przewodz¡cego znacz¡co odbiegaªa od jej przewidywa«. Dzisiaj mo»na dokona¢ podziaªu nad-
przewodników na klasyczne, do opisu których teoria BCS jest wystarczaj¡ca oraz nieklasyczne
(niekonwencjonalne), które wymagaj¡ podej±cia znacznie bardziej skomplikowanego, wprowa-
dzaj¡cego peªniejszy opis mechanizmu paruj¡cego elektrony. Ze wzgl¦du na to naturalnym wy-
daje si¦ analiza porównawcza wzgl¦dem teorii BCS uzyskanych wielko±ci termodynamicznych,
w tym temperatury krytycznej i stosunku przerwy energetycznej do Tc (staªej R∆).

Nast¦pstwem ukazania si¦ pracy wyprowadzaj¡cej teori¦ BCS byªo kilka modeli sugeru-
j¡cych mechanizm indukcji stanu nadprzewodz¡cego, lecz »aden z nich nie cieszy si¦ takim
powodzeniem w ±rodowisku naukowym. Niestety do tej pory nie powstaª »aden ogólnie akcep-
towany formalizm wyja±niaj¡cy nadprzewodnictwo niekonwencjonalne. Jedn¡ z tych teorii jest
podej±cie Philipa Andersona, który przy u»yciu przybli»enia przypadkowych faz (ang. Random
Phase Approximation, RPA), okre±liª wiele oddziaªywa« mog¡cych si¦ realizowa¢ w ró»nych
modelach matematycznych, w tym tak»e uproszczonego operatora pseudospinów teorii BCS
[45]. Sama metoda RPA zostaªa kilka lat wcze±niej wyprowadzona przez Davida Bohma i Davi-
da Pinesa. Metoda RPA przybli»a potencjaª oddziaªywania pomi¦dzy elektronami jako sum¦:
potencjaªu zewn¦trznego (podobnego do potencjaªu okre±lonego w metodach DFT) i poten-
cjaªu oddziaªywa« ekranuj¡cych [46, 47, 48]. Szerokim zainteresowaniem cieszyª si¦ artykuª
autorstwa Nikolaya Bogoljubowa i innych [49], których rozwa»ania zostaªy pó¹niej rozwini¦-
te przez Pierre-Gilles De Gennesa w teori¦ niejednorodnego stanu nadprzewodz¡cego [50, 51].
W tamtym okresie jednak, najbardziej obiecuj¡cym okazaª si¦ model Lwa Gorkova [52, 53]
wykorzystuj¡cy termodynamiczne funkcje Greena, przy u»yciu którego mo»na wyprowadzi¢
formalizm teorii Ginzburga-Landaua, a tak»e uzyska¢ wyniki zgodne z teori¡ BCS w pobli»u
temperatury krytycznej, de facto j¡ generalizuj¡c [54].

Teoria BCS zostaªa stworzona w oparciu o zjawisko oddziaªywania pomi¦dzy elektronami
poprzez drgania sieci krystalicznej, którego efektywny potencjaª V̂k,k′ wyra»ony jest równaniem
(III.7). Wpªyw tego oddziaªywania na energi¦ ukªadu opisuje �zredukowany� operator Hamil-
tona:

Hred =
∑
kσ

ϵkc
†
kσckσ +

∑
kk′

V̂k,k′c
†
k↑c

†
−k↓c−k′↓ck↑, (III.8)

w którym ϵk opisuje dost¦pne stany energetyczne pojedynczego elektronu. Symbole: c†σ i cσ s¡
operatorami odpowiednio: anihilacji i kreacji elektronu o spinie σ. Nast¦pstwem analizy tego
Hamiltonianu jest funkcja nadprzewodz¡cej przerwy energetycznej:

∆k = − 1

N

∑
k′

V̂k,k′
∆k′

2Ek′
tanh

βEk′

2
, (III.9)

która jest parametrem wariacyjnym wzgl¦dem ∆k′ , gdzie β = (kBT )
1/2, a kB jest staª¡ Bolt-

zmanna. Wyraz Ek opisuje energi¦ powi¡zan¡ z odpowiednim wektorem falowym kwazicz¡stki
w stanie nadprzewodz¡cym w nast¦puj¡cy sposób:

Ek =

√
(ϵk − µ)2 +∆2

k. (III.10)

Nadprzewodz¡ca przerwa energetyczna ∆ jest wyra»eniem opisuj¡cym energi¦ wi¡zania par
elektron-elektron. Przerwa ta oddziela kondensat kwazibozonowy od stanu normalnego w prze-
strzeni p¦dów. Pary Coopera mog¡ by¢ tworzone przez elektrony, których energia le»y w w¡skim
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przedziale w pobli»u energii Fermiego (εF − ℏωD, εF + ℏωD), w którym ωD okre±la cz¦sto±¢
Debye'a. Jednym z zaªo»e« teorii BCS jest symetryczno±¢ powierzchni Fermiego (tworzy ona
wtedy sfer¦ w przestrzeni p¦dów), co oznacza, »e najmniejsza energia wymagana do utworzenia
pary Coopera jest równa Ek = 2 |∆k|. Taka sytuacja ma miejsce, gdy warto±¢ energii Fermiego
ϵF jest równa warto±ci potencjaªu chemicznego µ. W przypadku nadprzewodników klasycznych,
warto±¢ potencjaªu µ niewiele si¦ zmienia podczas przej±cia fazowego.

Formalizm teorii BCS upraszcza potencjaª oddziaªywania V̂k,k′ pomi¦dzy elektronami w spo-
sób nast¦puj¡cy:

V̂k,k′ ≈ −V θ (ωD − |ϵk − µ|) θ (ωD − |ϵk′ − µ|) . (III.11)

Teoria BCS wykorzystuje do tego celu cz¦stotliwo±¢ Debye'a i funkcj¦ Heaviside'a θ, której
zadaniem jest �odci¦cie� wpªywu elektronów o zbyt du»ej energii, wprowadzaj¡c w rozwa»ania
namiastk¦ efektów deparuj¡cych. Innymi sªowy, stosuje si¦ ograniczenie energii fononów ma-
j¡cych wpªyw na parowanie elektronów. Wprowadzaj¡c tak uproszczony potencjaª (V̂k,k′) do
równania opisuj¡cego przerw¦ energetyczn¡ (III.9), przy zaªo»eniu staªej g¦sto±ci elektronowej
w przedziale caªkowania, otrzymuje si¦ równanie opisuj¡ce staª¡ sprz¦»enia elektron-fonon:

1

λ
=

ωD∫
0

dϵ

E
tanh

βE

2
. (III.12)

T¦ caªk¦ mo»na obliczy¢ analitycznie dla temperatury T równej 0 K, uzyskuje si¦ wtedy zale»-
no±¢ opisuj¡c¡ przerw¦ energetyczn¡:

∆ = 2ωD
exp (−1/λ)

1− exp (−1/λ)
. (III.13)

Gdy warto±¢ λ jest znacz¡co mniejsza od 1 (mamy wtedy do czynienia z ukªadem sªabo-
sprz¦»eniowym), to równanie przyjmie uproszczon¡ posta¢:

∆ = 2ωD exp (−1/λ) , (III.14)

lub, gdy λ ≈ 1 (ukªad silnie wspiera parowanie elektronów) to przerwa energetyczna b¦dzie
opisana równaniem:

∆ = 2ωDλ. (III.15)

Aczkolwiek, caªk¦ (III.12) dla drugiego granicznego przypadku, mo»na analitycznie doprowadzi¢
do postaci:

1

λ
=

βωD/2∫
0

dx
tanhx

x
. (III.16)

Zale»no±¢ ta z kolei mo»e doprowadzi¢ do wzoru na temperatur¦ krytyczn¡, dla ukªadu sªabo-
sprz¦»eniowego:

Tc = 1, 13 ωDe
−1/λ, (III.17)
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oraz dla ukªadu silno-sprz¦»eniowego:

Tc = ωD
λ

2
. (III.18)

Temperatura krytyczna oraz przerwa energetyczna musi zale»e¢ od wªa±ciwo±ci materiaªu,
takich jak: spektrum cz¦stotliwo±ci fononowych, struktura elektronowa oraz potencjaª oddzia-
ªywania elektron-elektron przy udziale sieci krystalicznej. Tym niemniej, nawet przy takich
uproszczeniach, jakie wprowadza teoria BCS, mo»liwe jest okre±lenie pewnych staªych termo-
dynamicznych, wspólnych dla du»ej ilo±ci nadprzewodników klasycznych. Nale»y tutaj wyró»ni¢
trzy bezwymiarowe wspóªczynniki: R∆, RC oraz RH , które wyznaczone s¡ w podej±ciu ukªadów
sªabo-sprz¦»eniowych:

R∆ =
2∆(0)

kBTc
= 3, 53, (III.19)

RC =
∆C(Tc)

CN (Tc)
= 1, 43, (III.20)

RH =
TcC

N (Tc)

H2
C(0)

= 0, 168. (III.21)

Teoria BCS jest w stanie okre±li¢ wªasno±ci termodynamiczne stanu nadprzewodz¡cego wielu
nadprzewodników. Aczkolwiek istnieje szereg materiaªów klasycznych, które wymykaj¡ si¦ z tej
dziedziny. Teoria ta najwi¦ksze sukcesy odnosi podczas analizy prostych struktur, do których
nale»¡ ukªady jednopierwiastkowe. Co ciekawe, czysty oªów nale»y do tej grupy nadprzewod-
ników, których opis wymaga innego formalizmu, poniewa» do±wiadczalna warto±¢ R∆ wynosi
w jego przypadku okoªo 4,5. Taki wynik, nawet przy wykorzystaniu równa« teorii BCS dla ukªa-
dów silno-sprz¦»eniowych, znacz¡co przekracza warto±¢ przewidywan¡ (równ¡ w przybli»eniu
4).

III.3 Teoria Migdala-Eliashberga

Chc¡c okre±li¢ wªasno±ci termodynamiczne stanu nadprzewodz¡cego materiaªów, w których
wyst¦puj¡ silne (λ ≳ 1) oddziaªywania paruj¡ce i retardacyjne, nale»y posªu»y¢ si¦ formalizmem
równa« bior¡cych pod uwag¦ peªne spektrum energetyczne fononów. Takie podej±cie gwarantuje
teoria Eliashberga, lecz aby lepiej zrozumie¢ jej aparat matematyczny nale»y cofn¡¢ si¦ do jej
korzeni, czyli do równa« Arkadego Migdala [55].

Aby uzyska¢ formalizm równa« Migdala, mo»na posªu»y¢ si¦ podej±ciem stanów wªasnych
operatora p¦du (ang. momentum eigenstates), zaczynaj¡c od jedno-elektronowej funkcji Greena
o postaci:

G
(
k⃗, τ − τ ′

)
≡ −

〈
Tτ ckσ(τ)c

†
kσ(τ

′)
〉
, (III.22)

zde�niowanej w przestrzeni p¦dów k⃗ dla spinu σ, której argumentem jest czas urojony τ . Symbol
T okre±la iloczyn chronologiczny, a notacja ⟨. . .⟩ oznacza u±rednienie wzgl¦dem stanu podsta-
wowego ukªadu [56]. Tak zde�niowan¡ funkcj¦ mo»na rozwin¡¢ w nast¦puj¡cy szereg Fouriera
w domenie urojonej cz¦sto±ci:

36



G
(
k⃗, τ
)
=

1

β

∞∑
−∞

e−iωmτG
(
k⃗, iωm

)
, (III.23)

gdzie

G
(
k⃗, iωm

)
=

β∫
0

dτG
(
k⃗, τ
)
eiωmτ , (III.24)

dla którego czªon iωm okre±lany jest cz¦sto±ciami Matsubary, które dla fermionów zadane s¡
tak, »e iωm = iπT (2m− 1) dla m ∈ Z, gdzie T okre±la temperatur¦ ukªadu [57]. Taki sam
proces przeprowadzimy dla fononowej funkcji Greena:

D
(
q⃗, τ − τ ′

)
≡ −

〈
TτAq(τ)A−q(τ

′)
〉
, (III.25)

otrzymuj¡c

D (q⃗, iνn) =

β∫
0

dτD(q⃗, τ)eiνnτ . (III.26)

W równaniu (III.25) prawdziwa jest równowa»no±¢: Aq(τ) ≡ aq(τ)+a
†
−q(τ), przy czym zapis a†q

(lub analogicznie: aq) oznacza operator anihilacji (kreacji) fononu o momencie p¦du q⃗. Cz¦sto±ci
Matsubary speªniaj¡ tu warunek dla bozonów: iνn = iπT 2n dla n ∈ Z.

Aby uzyska¢ równania Eliashberga, nale»y wykorzysta¢ metod¦ równania ruchu, ró»niczku-
j¡c równanie (III.22) po czasie urojonym:

δ

δτ
G
(
k⃗, τ
)
= −δ(τ)−

〈
Tτ

[
Ĥ − µN, ckσ(τ)

]
c†kσ(0)

〉
. (III.27)

Zastosowano tu podstawienie τ ′ = 0 bez straty ogólno±ci podej±cia, wyraz N opisuje liczb¦
elektronów w ukªadzie. W dalszej cz¦±ci wykorzystywany b¦dzie Hamiltonian Ĥ, tworzony przez
sum¦ operatorów oddziaªywa« wyst¦puj¡cych pomi¦dzy elektronami i fononami, uzupeªniony
o oddziaªywania kulombowskie modelu Hubbarda. Hamiltonian ten, zapisany w odniesieniu do
przestrzeni p¦dów wygl¡da nast¦puj¡co:

Ĥ =
∑
kσ

ϵkc
†
kσckσ +

∑
q

ℏωqa
†
qaq +

1√
N

∑
kk′σ

g
(
k⃗, k⃗′

)(
ak−k′ + a†−(k−k′)

)
c†k′σckσ

+
U

N

∑
kk′,q

c†k↑c
†
−k+q↓c−k′+q↓ck′↑,

(III.28)

w którym czªon g(k⃗, k⃗′) = gkk′ jest elementem macierzy oddziaªywania elektron-fonon, a ωq

opisuje cz¦stotliwo±¢ fononu o momencie p¦du q⃗. Znaj¡c posta¢ Hamiltonianu, mo»na obliczy¢
komutator

[
Ĥ − µN, ckσ(τ)

]
wyst¦puj¡cy w równaniu (III.27) dla spinu �do góry� (σ = ↑).

Wynikiem jest uproszczona posta¢ funkcji Greena:
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(
δ

δτ
+ ϵk

)
G↑

(
k⃗, τ
)
= −δ(τ)− 1√

N

∑
k′

gkk′
〈
TτAk−k′(τ)ck′↑(τ)c

†
k↑(0)

〉
+
U

N

∑
pp′

〈
Tτ c

†
p′−k+p↓(τ)cp′↓(τ)cp↑(τ)c

†
k↑(0)

〉 (III.29)

w której wyst¦puj¡ propagatory wy»szych rz¦dów. Ich analiza wymagaªaby obliczenia równa-
nia ruchu, które generowaªoby kolejne propagatory o coraz wy»szych rz¦dach. Standardow¡
procedur¡ jest uproszczenie szeregu w okre±lonym momencie [58]. W przypadku oddziaªywania
pomi¦dzy elektronami poprzez fonon, aby tego dokona¢, wprowadza si¦ kolejn¡ funkcj¦ Greena:

G2

(
k⃗, k⃗′, τ, τ1

)
≡
〈
TτAk−k′(τ)ck′↑(τ)c

†
k↑(0)

〉
, (III.30)

dla której równanie ruchu przyjmie posta¢:

δ

δτ
G2

(
k⃗, k⃗′, τ, τ1

)
= −ωk−k′

〈
TτPk−k′(τ)ck′↑(τ)c

†
k↑(0)

〉
, (III.31)

gdzie Pq(τ) ≡ aq(τ) − a−q(τ). Aby poprawnie wprowadzi¢ efekty retardacyjne w rozwa»ania,
nale»y dokona¢ ponownego ró»niczkowania podstawionej funkcji Greena, po urojonym czasie:

[
δ2

δτ2
− ωk−k′

]
G2

(
k⃗, k⃗′, τ, τ1

)
=
∑
k′′σ

(
2ω†

k−k′gk−k′

×
〈
Tτ c

†
k′′−k+k′σ(τ)ck′′σ(τ)ck′↑(τ1)c

†
k↑(0)

〉)
.

(III.32)

Struktura fononowa, w przypadku wi¦kszo±ci znanych materiaªów w temperaturze pokojowej,
jest w kon�guracji niewzbudzonej (stan podstawowy ukªadu). Wpªyw samej temperatury na
dyspersj¦ fononów w ukªadzie jest zauwa»alny zazwyczaj znacznie powy»ej 300 K [59, 60].

Ze wzgl¦du na najcz¦±ciej stosowan¡ praktyk¦ otrzymywania struktury fononowej na drodze
eksperymentalnej, obliczenia propagatora fononowego (funkcji Greena D) s¡ wysoce uproszczo-
ne, z zaªo»eniem braku oddziaªywa« pomi¦dzy samymi fononami. Równanie ruchu propagatora
fononowego zapisane jest nast¦puj¡c¡ relacj¡:(

δ2

δτ2
− ω2

q

)
D
(
q⃗, τ − τ ′

)
= 2ωqδ(τ − τ ′), (III.33)

która, przy zaªo»eniu równo±ci czasu urojonego τ1 = τ , doprowadzi zale»no±¢ (III.32) do postaci:

G2

(
k⃗, k⃗′, τ, τ

)
=

1

N

∑
k′′σ

β∫
0

dτ ′gkk′D
(
k⃗ − k⃗′, τ − τ ′

)
×
〈
Tτ c

†
k′′−k+k′σ(τ)ck′′σ(τ)ck′↑(τ1)c

†
k↑(0)

〉
.

(III.34)
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Funkcja G2 wprowadzana jest do równania (III.29), dzi¦ki czemu mo»na wykona¢ transformacj¦
Fouriera z urojonego czasu do urojonych cz¦sto±ci. Aby móc zde�niowa¢ funkcje warto±ci wªa-
snych: energii Σ(k⃗, iωm) oraz funkcji parowania ϕ(k⃗, iωm), wykorzystywanych w formalizmie
teorii Eliashberga, nale»y dokona¢ podobnej procedury dla dwu-cz¡stkowych funkcji Greena
F (k⃗, τ) i F̄ (k⃗, τ) [52]:

F (k⃗, τ) ≡ −
〈
Tτ ck↑(τ)c

†
−k↓(0)

〉
, (III.35)

F̄ (k⃗, τ) ≡ −
〈
Tτ c

†
−k↓(τ)c

†
k↑(0)

〉
. (III.36)

Teoria Eliashberga

Formalizm wyprowadzony przez L. Gorkova zostaª dopracowany w sposób umo»liwiaj¡cy
zapisanie poprawnej postaci potencjaªu oddziaªywania pomi¦dzy elektronami za po±rednictwem
sieci krystalicznej, oddzielnie przez Gerasima Eliashberga [61, 62] i Yoichiro Nambu [63] oraz
rozwijany przez wielu innych autorów [64, 65]. W oparciu o równania Migdala mo»na zde�nio-
wa¢ nast¦puj¡cy zbiór równa« w podej±ciu Eliashberga:

Σ
(
k⃗, iωm

)
≡ 1

Nβ

∑
k′m′

λkk′ (iωm − iωm′)

N(µ)
G
(
k⃗′, iωm′

)
, (III.37)

ϕ
(
k⃗, iωm

)
≡ 1

Nβ

∑
k′m′

[
λkk′ (iωm − iωm′)

N(µ)
− Vkk′

]
F
(
k⃗′, iωm′

)
, (III.38)

G
(
k⃗, iωm

)
=

G−1
n

(
k⃗, iωm

)
G−1

n

(
k⃗, iωm

)
G−1

n

(
−k⃗,−iωm

)
+ ϕ

(
k⃗, iωm

)
ϕ̄
(
k⃗, iωm

) , (III.39)

F
(
k⃗, iωm

)
=

ϕ
(
k⃗, iωm

)
G−1

n

(
k⃗, iωm

)
G−1

n

(
−k⃗,−iωm

)
+ ϕ

(
−k⃗,−iωm

)
ϕ̄
(
−k⃗,−iωm

) (III.40)

oraz

G−1
(
k⃗, iωm

)
= G−1

◦

(
k⃗, iωm

)
− Σ

(
k⃗, iωm

)
. (III.41)

Obok wy»ej przedstawionych równa«, formalizm teorii Eliashberga opisuje tak»e funkcje ϕ̄
oraz F̄ , których posta¢ jest analogiczna do ϕ i F , podobnie jak w przypadku równa« (III.35)
i III.35). Ich wyprowadzenie wymagane jest celem analizy efektu Josephsona*, lecz przy badaniu
wªasno±ci termodynamicznych stanu nadprzewodz¡cego mo»na je pomin¡¢, stosuj¡c zaªo»enie
ϕ̄ = ϕ. Wyraz G−1

◦

(
k̂, iωm

)
opisuje funkcj¦ odwrotn¡ do funkcji Greena, w której zawarty jest

*Zjawisko Josephsona polega na tunelowaniu kondensatu bozonowego pomi¦dzy nadprzewodnikami
przez cienk¡ warstw¦ izolatora lub materiaªu nie znajduj¡cego si¦ pod wpªywem stanu nadprzewodz¡-
cego.
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wkªad potencjaªu oddziaªywa« opisywanych modelem Hartree'ego-Focka (interakcji elektron-
elektron oraz elektron-jon). Wyraz λkk′ opisuje j¡dro paruj¡ce elektrony o wektorach falowych
k⃗ i k⃗′, wedªug równowa»no±ci:

λkk′(z) ≡
∫ ∞

0

2να2
kk′F (ν)

ν2 − z2
dν, (III.42)

gdzie α2
kk′F (ν) jest funkcj¡ spektraln¡ oddziaªywania elektron-fonon:

α2
kk′F (ν) ≡ N(µ)

∣∣gk,k′∣∣2B (k⃗ − k⃗′, ν
)
. (III.43)

Dla tej funkcji N(µ) jest warto±ci¡ elektronowej g¦sto±ci stanów na poziomie energii potencjaªu
chemicznego µ, a B jest funkcj¡ spektraln¡ fononów, któr¡ mo»na przedstawi¢ relacj¡:

B
(
k⃗ − k⃗′, ν

)
≡ − 1

π
ImD

(
k⃗ − k⃗′, ν + iδ

)
. (III.44)

Nale»y podkre±li¢, »e ze wzgl¦du na trudno±¢ opisu oddziaªywa« wyst¦puj¡cych pomi¦dzy
wszystkimi mo»liwymi parami elektronów poprzez ka»dy fonon, operator Hamiltona z równa«
Migdala (III.28) znacz¡co upraszcza relacje dyspersji fononów poprzez elektrony. W formalizmie
równa« Eliashberga relacje dyspersji s¡ dane arbitralnie*, przez co opis oddziaªywania pomi¦dzy
elektronami jest niepeªny, poniewa» kªadzie jedynie nacisk na pocz¡tek interakcji elektron-jon
(jeszcze przed zadziaªaniem na drugi elektron). Z tego powodu, sugerowanym podej±ciem jest
okre±lenie struktury elektronowej i fononowej przy wykorzystaniu innych metod teoretycznych
lub eksperymentalnych.

*Wykorzystany formalizm oparty jest o najprostszy model Debye'a ciaªa staªego, lecz istnieje mo»-
liwo±¢ wykorzystania innego, bardziej adekwatnego dla konkretnego problemu.
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Rozdziaª IV

Schemat obranej metody badawczej

IV.1 Struktury dwuwymiarowe

Przez dªugi czas du»a cz¦±¢ ±rodowiska naukowego uwa»aªa, »e struktury dwuwymiarowe
nie mog¡ istnie¢ w stabilnej formie, co ze wzgl¦du na brak lub niewystarczaj¡c¡ siª¦ oddziaªy-
wa« dalekiego zasi¦gu, doprowadzaªoby do przeksztaªcenia struktury pªaszczyznowej do formy
obj¦to±ciowej [66, 67, 68, 69]. Ówcze±nie uwa»ano, »e termodynamiczne �uktuacje powoduj¡
przemieszczenia atomów o podobnym rz¦dzie wielko±ci co odlegªo±ci pomi¦dzy nimi wewn¡trz
komórki elementarnej. Proces ten objawiaªby si¦ efektem tworzenia wysp atomowych, podob-
nie jak w przypadku teoretycznych rozwa»a« nad adsorpcj¡ molekuª helu na trójwymiaro-
wej, gªadkiej próbce gra�tu [70]. Jednak»e koniec dwudziestego wieku zaowocowaª wynikami
eksperymentalnymi, w których autorzy opisywali ultra-cienkie warstwy gra�tu i azotku boru
w heksagonalnej formie (h-BN), na powierzchniach w¦glików ró»nych metali oraz fasetowanej
powierzchni niklu, otrzymywanych metodami adsorpcji [71, 72, 73].

Struktura gra�tu jest intensywnie badana od pocz¡tku lat dwudziestych XX wieku [74],
kiedy to wyniki analizy spektralnej pokazaªy, »e jest on zbudowany z warstw heksagonal-
nie uªo»onych atomów w¦gla, oddalonych od siebie o odlegªo±¢ mi¦dzypªaszczyznow¡ równ¡
3,35 Å. Swobodny gra�t, w warstwowej (dwuwymiarowej) postaci pªatków o ±rednicy kilkuna-
stu nanometrów, uzyskany zostaª w 2001 roku przy wykorzystaniu metody elektroforetycznego
osadzania sproszkowanego diamentu [75]. W tamtym czasie nad uzyskaniem w peªni dwuwy-
miarowego ukªadu, wolnego od podªo»a, pracowaªo kilka grup badawczych. Zespóª japo«skich
naukowców, pod przewodnictwem Shigeo Horiuchiego byª odpowiedzialny za dwa istotne arty-
kuªy w 2003 i 2004 roku, w których opisano metod¦ uzyskiwania wzgl¦dnie czystego grafenu
(pojedynczej warstwy gra�tu) wkomponowanego w cienk¡ warstw¦ w¦glow¡, poprzez oksydacj¦
gra�tu [76, 77]. Pierwszej syntezy ukªadu dwuwymiarowego, który do stabilno±ci nie wyma-
gaª podªo»a, dokonaªa w 2004 roku grupa brytyjsko-rosyjska [78]. Zespóª pod przewodnictwem
Konstantina Novoselova wykorzystaª do tego metod¦ zªuszczania (ang. exfoliation), znan¡ ju»
w latach osiemdziesi¡tych poprzedniego wieku, jako stosunkowo prosty sposób uzyskiwania wy-
sokiej jako±ci wielu warstw gra�tu [79]. Autorzy eksperymentu uzyskali stabilne ukªady zªo»one
z kilku warstw grafenu o wielko±ci do 10 µm oraz �grubsze� (o wi¦kszej ilo±ci warstw), które
mo»na byªo zauwa»y¢ goªym okiem.

Wraz z syntez¡ grafenu ±rodowisko naukowe skupiªo swoj¡ uwag¦ na mo»liwo±ci wytwarzania
innych materiaªów dwuwymiarowych, wcze±niej przewidzianych lub caªkiem nowych. Obecnie
znanych jest wiele rodzajów materiaªów dwuwymiarowych, których ogólnego podziaªu mo»na
dokona¢ ze wzgl¦du na ich budow¦. W ten sposób wyró»nia si¦: materiaªy jednopierwiastkowe,
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zbudowane na bazie tylko jednego pierwiastka i materiaªy zªo»one, zbudowane z wi¦kszej ich
liczby. Dwuwymiarowe struktury jednopierwiastkowe ograniczaj¡ si¦ do odmian alotropowych
pierwiastków grupy 13, 14 i 15 ukªadu okresowego (borowce, w¦glowce i azotowce). Ich ato-
my posiadaj¡ odpowiedni¡ liczb¦ elektronów na powªoce walencyjnej, umo»liwiaj¡c¡ tworzenie
struktur w stabilnym ukªadzie heksagonalnym.

Grafen

Wytworzony w 2004 roku grafen jest pierwszym materiaªem, b¦d¡cym w peªni stabiln¡,
dwuwymiarow¡ struktur¡, zbudowan¡ na bazie jednego pierwiastka. Dzi¦ki swoim niespotyka-
nym dot¡d cechom oraz stosunkowo prostej metodzie otrzymywania du»ych i wzgl¦dnie czy-
stych pªaszczyzn, znalazª si¦ on w centrum zainteresowania ±rodowiska naukowego oraz wielu
bran» przemysªu. Z jego wªa±ciwo±ci mo»na wyró»ni¢ w szczególno±ci: wysok¡ nieprzezroczy-
sto±¢ (rz¦du 2,3 %*) dla jednoatomowej warstwy, wysok¡ warto±¢ wspóªczynnika spr¦»ysto±ci,
znakomit¡ przewodno±¢ termiczn¡ i elektryczn¡ oraz (wspóln¡ dla wszystkich materiaªów dwu-
wymiarowych) bardzo du»¡ warto±¢ wspóªczynnika powierzchni do masy materiaªu [80, 81]. Ze
wzgl¦du na powy»sze, obok innych po»¡danych wªa±ciwo±ci, grafen jest uznawany za materiaª
przyszªo±ciowy w obszarach: elektroniki i optyki wysokich cz¦stotliwo±ci [82, 83], wytwarzania
i magazynowania energii elektrycznej [84, 85, 86], materiaªów hybrydowych [87], detektorów
zwi¡zków chemicznych [88], sekwencjonowania DNA [89] i wielu innych.

Grafen krystalizuje w heksagonalnym ukªadzie atomów w¦gla (przypominaj¡cym swoim
ksztaªtem plaster miodu) oddalonych od najbli»szego s¡siada o 1,42 Å, podczas gdy staªa siecio-
wa a wynosi 2,46 Å. Kon�guracja elektronowa atomu w¦gla w stanie podstawowym (1s22s22p2)
sprawia, »e powªoka walencyjna tworzona jest przez cztery elektrony (2s2, 2px, 2py), co z kolei
umo»liwia tworzenie si¦ trzech typów hybrydyzacji: sp, sp2 oraz sp3. Ze wzgl¦du na planarny
ukªad rozmieszczenia atomów w grafenie, ostatni wariant hybrydyzacji si¦ nie realizuje. Ponad-
to, ka»dy atom w¦gla w takim ukªadzie ma zawsze trzech s¡siadów, co sprawia, »e tak»e wariant
hybrydyzacji sp nie wyst¦puje wewn¡trz pªaszczyzny. Stosunkowo niewielka dªugo±¢ wi¡zania
σ pomi¦dzy s¡siednimi atomami w¦gla powoduje, »e jego energia jest wi¦ksza ni» w odpowied-
niku � diamencie o przewadze hybrydyzacji sp3, nadaj¡c grafenowi wyj¡tkowo dobre wªasno±ci
mechaniczne [90]. Towarzysz¡ce wi¡zanie π realizuje si¦ poprzez orbital 2pz, prostopadªy do
pªaszczyzny ukªadu tworz¡c orbital molekularny wi¡»¡cy π i antywi¡»¡cy π⋆. Wypeªnione s¡ one
tylko w poªowie, uniemo»liwiaj¡c swobodny ruch elektronów w punkcie ich styku. Jest to miej-
sce w przestrzeni p¦dów, punkt K w pierwszej stre�e Brillouina, w którym wyst¦puje zerowa
przerwa energetyczna. Sto»kowy przebieg g¦sto±ci stanów elektronowych z w¦zªem w punkcie
K znany jest jako w¦zeª Diraca [91]. Wedªug klasycznego podej±cia, elektrony w pobli»u tego
miejsca zachowuj¡ si¦ jak bezmasowe fermiony, co oznacza, »e prawidªowego ich opisu mo»na
dokona¢ tylko przy wykorzystaniu formalizmu relatywistycznego [92].

Dla czystego grafenu zerowa przerwa energetyczna (brak dost¦pnych stanów elektronowych)
wyst¦puje dokªadnie na poziomie energii Fermiego. Oznacza to, »e napi¦cie przez niego przepªy-
waj¡ce nie mo»e by¢ sterowane tak, jak w przypadku póªprzewodników. Atrybut ten, obserwo-
wany nie tylko w czystej warstwie w¦glowej, jest mankamentem i za jego po±rednictwem grafen
nazywany jest cz¦sto póªmetalem (ang. semimetal). Sprawia on, »e wykorzystanie grafenu do
budowy tranzystorów jest ±ci±le uzale»nione od zmiany jego struktury elektronowej.

Nanowst¦gi grafenowe

W rzeczywisto±ci, mówi¡c o pªaszczyznach o sko«czonych wymiarach, obserwuje si¦ skom-

*W przypadku promieniowania elektromagnetycznego z zakresu ±wiatªa widzialnego.
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plikowane zjawiska wyst¦puj¡ce na ich brzegach, gdzie mog¡ realizowa¢ si¦ wszystkie z wcze±niej
wymienionych rodzajów hybrydyzacji [93]. Analiza stanów brzegowych (ang. edge states) jest
bardzo istotna, gdy» w tych miejscach wªa±ciwo±ci mog¡ znacz¡co si¦ ró»ni¢ w porównaniu do
wn¦trza pªaszczyzny.

Z uwagi na potencjalne wykorzystanie grafenu w elektronice i innych dziedzinach, szczegól-
nie istotne s¡ badania nad tymi zjawiskami, gdzie miniaturyzacja ukªadów post¦puje bardzo
szybko. Brzeg pojedynczej jego warstwy mo»e by¢ traktowany jako swego rodzaju defekt sieci
krystalicznej [94]. W przypadku trójwymiarowego ukªadu gra�tu, defekty sieci wpªywaj¡ na
indukcj¦ stanów ferromagnetycznych w materiale [95], co uwydatnia ich wpªyw na struktur¦
elektronow¡ ukªadu.

Nanowst¦gi grafenowe mo»na podzieli¢ ze wzgl¦du na lini¦ brzegow¡ warstwy w¦glowej, na
dwa typy. Do pierwszego rodzaju zalicza si¦ brzeg w schemacie armchair (pol. fotel), w którym
atomy ukªadaj¡ si¦ w ksztaªt fali, z dwoma j¡drami atomowymi b¦d¡cymi na jej szczycie i ko-
lejnymi dwoma w jej zagª¦bieniu. Warstwa grafenu jest tworzona poprzez równolegªe uªo»enie
wielu takich �fal� w odlegªo±ci a od siebie. Drugi typ schematu, w którym mo»e realizowa¢
si¦ brzeg warstwy grafenowej to zig-zag (pol. zygzak). W jego przypadku ilo±¢ atomów w¦gla
jest mniejsza. Zwi¡zane jest to z ksztaªtem podobnej fali, w której wyst¦puje tylko po jednym
atomie w¦gla w jej wierzchoªku oraz w zagª¦bieniu. Ten zygzak buduje brzeg warstwy w¦gla
poprzez naprzemiennie nakªadanie kolejnych fal b¦d¡cych odbiciem poprzednich. Atomy two-
rz¡ce wgª¦bienia fal s¡ s¡siadami, natomiast te, które tworz¡ ich wierzchoªki s¡ oddalone od
siebie o staª¡ sieci a. Dla grafenu bez innych defektów oba brzegi b¦d¡ si¦ realizowa¢ prostopa-
dle wzgl¦dem siebie, tak jak mo»na zaobserwowa¢ na rysunku IV.1. Istotn¡ ró»nic¡ pomi¦dzy
tymi dwoma schematami jest chiralno±¢ ukªadu typu armchair, która zale»y od szeroko±ci wst¦-
gi. Przekªada si¦ to na wyst¦powanie póªprzewodnikowych (przy braku symetrii ukªadu) lub
metalicznych jego wªa±ciwo±ci.

Rysunek IV.1: Widok od góry na pªaszczyzn¦ grafenu, w której realizuj¡ si¦ oba typy brzegów:
zig-zag i armchair.
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Obok wymienionych schematów linii brzegowej grafenu, w rzeczywistych ukªadach obserwu-
je si¦ tak»e wyst¦powanie wielu nieregularno±ci, caªkowicie zmieniaj¡cych ich przebieg. Dlatego,
aby otrzyma¢ po»¡dany ksztaªt, dokonuje si¦ zazwyczaj operacji dzielenia wi¦kszego pªatu na
jego mniejsze cz¦±ci. Cz¦stym problemem jednak jest tworzenie si¦ grup funkcyjnych w miej-
scach najsªabiej zwi¡zanych atomów w¦gla, zmieniaj¡cych caªkowicie struktur¦ elektronow¡
materiaªu. Powoduje to potrzeb¦ obróbki warstwy w warunkach wysokiej pró»ni [96].

Fosforen

Zwa»ywszy na fakt istnienia zerowej przerwy energetycznej w cienkich warstwach grafenu,
±rodowisko naukowe szybko zwróciªo uwag¦ na s¡siadów w¦gla w ukªadzie okresowym pier-
wiastków, w tym fosforu. Posiada on kilka form, w zale»no±ci od temperatury i ci±nienia. Biaªy
fosfor (P4), odkryty ju» w staro»ytno±ci, jest metastabilny w warunkach normalnych, silnie
ªatwopalny i najbardziej aktywny chemicznie ze wszystkich jego odmian alotropowych. Atomy
tworz¡ce molekuª¦ biaªego fosforu formuj¡ czworo±cian z sze±cioma wi¡zaniami (po trzy wi¡za-
nia na atom fosforu), doprowadzaj¡c do hybrydyzacji orbitali w typie sp3. Przy 300 stopniach
Celsjusza i przy braku dost¦pu do powietrza, biaªy fosfor dokonuje przemiany w amor�czny
czerwony fosfor, który przy dalszym ogrzewaniu staje si¦ krystaliczny. Podczas zwi¦kszania
temperatury, staje si¦ on widocznie coraz ciemniejszy i przy 550◦C zmienia si¦ w �oletowy
fosfor [97]. Najbardziej stabilna posta¢ � czarny fosfor otrzymywany jest przy wykorzystaniu
wysokich ci±nie« (rz¦du gigapaskali) podczas ogrzewania czerwonego fosforu w temperaturze
550◦C [98].

Czarny fosfor, w wyniku rozerwania trzech z sze±ciu wi¡za«, strukturalnie przypomina gra-
�t z pomarszczonymi pªaszczyznami [99], których ksztaªt w rzucie bocznym jest podobny do
pojedynczej fali nanowst¦gi grafenowej typu armchair. Cechuje si¦ on staªymi sieci krystalicz-
nej o dªugo±ciach: a = 3,31 Å, b = 4,38 Å, c = 10,50 Å w ukªadzie rombowym [100]. Schemat
budowy pojedynczej warstwy czarnego fosforu (fosforenu) mo»na zaobserwowa¢ na rysunku
IV.2. Struktura elektronowa atomu fosforu sprawia, »e ma on do dyspozycji wi¦cej elektronów
ni» w¦giel, co w poª¡czeniu z faªdami warstwy gwarantuje wyst¦powanie wszystkich typów
hybrydyzacji orbitali typu s i p.

Rysunek IV.2: Schemat budowy pojedynczej pªaszczyzny czarnego fosforenu w rzucie bocznym.
Zauwa»alny, nierówny ukªad struktury jest odpowiedzialny za anizotropi¦ wielu wªasno±ci �-
zycznych fosforenu.

Czarny fosfor w swojej wielowarstwowej postaci jest póªprzewodnikiem o przerwie energe-
tycznej równej 0,33 eV [100], która ze wzgl¦du na siln¡ anizotropi¦, zale»y od obranego kierun-
ku wewn¡trz struktury [101]. Obliczenia numeryczne wykazuj¡ najmniejsz¡ przerw¦ pomi¦dzy
pasmem walencyjnym i pasmem przewodzenia w punkcie Z przestrzeni odwrotnej dla syste-
mu trójwymiarowego [102]. Sytuacja zmienia si¦ przy obliczeniach struktury elektronowej dla
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n warstw fosforenu. Przy maªej ich ilo±ci przerwa energetyczna znajduje si¦ w punkcie Γ prze-
strzeni sieci odwrotnej i jej warto±¢ ro±nie wraz ze zmniejszeniem si¦ liczby warstw do poziomu
1,6 eV [103]. Jest to bardzo korzystna wªasno±¢, która w porównaniu do grafenu, umo»liwia sze-
rokie zastosowanie w elektronice nawet przy braku wprowadzania innych pierwiastków do ukªa-
du. Istotnym jest tak»e to, »e niezale»nie od ilo±ci warstw, przerwa energetyczna jest w ka»dym
przypadku prosta, co stawia ten ukªad w lepszej pozycji ni» inne struktury dwuwymiarowe takie
jak arsenen czy chalkogenki metali przej±ciowych. Zmiany w przerwie energetycznej, w przypad-
ku czarnego fosforu, mo»na tak»e dokona¢ przy pomocy mechanicznej manipulacji struktury
� poprzez pªaszczyznowe ±ciskanie i rozci¡ganie lub poprzez wszelkiego typu domieszkowanie
[104, 105].

Ze wzgl¦du na wyra¹n¡ zale»no±¢ przerwy energetycznej od ilo±ci warstw fosforenu, ma-
teriaª ten mo»e mie¢ bardzo du»o zastosowa« w optoelektronice z dwóch istotnych powodów.
Pierwszym z nich jest skomplikowany proces uzyskania du»ych powierzchni materiaªów o gru-
bo±ci jednego atomu. Z drugiej strony ró»na energia potrzebna do przeskoku elektronu (spo-
wodowana zmian¡ szeroko±ci przerwy energetycznej) pozwala znacz¡co powi¦kszy¢ spektrum
promieniowania elektromagnetycznego, z którym materiaª mo»e oddziaªywa¢. Kolejn¡ wart¡
uwagi wªasno±ci¡ fosforenu jest wspomniana anizotropowo±¢ jego struktury, która prowadzi do
dichroizmu, czyli osªabienia promieniowania elektromagnetycznego w stopniu zale»nym od jego
polaryzacji [106]. Ponadto anizotropowo±¢ sprawia, »e przewodnictwo elektryczne i termiczne
s¡ najwi¦ksze w kierunkach prostopadªych wzgl¦dem siebie. Spowodowane jest to zwi¦kszon¡
efektywn¡ mas¡ no±ników ªadunku (elektronów i dziur) w kierunku prostopadªym do �dolin�
pªaszczyzny, przez co maleje ich ruchliwo±¢ i przewodno±¢ elektryczna, podczas gdy kierunek
ten zapewnia zwi¦kszon¡ przewodno±¢ termiczn¡ [107]. Fosforen mo»e by¢ zatem bardzo dobr¡
alternatyw¡ grafenu jako gªównego materiaªu wykorzystywanego w elektronice, optyce i innych
szybko rozwijaj¡cych si¦ gaª¦ziach techniki. Obecnie problemem w jego syntezie jest szybka
degradacja przy kontakcie z tlenem, dlatego potrzebne s¡ bardziej zaawansowane techniki wy-
twarzania w jego przypadku [108].

Pocz¡wszy od 2014 roku wiele grup badawczych ogªosiªo mo»liwo±¢ indukcji stanu nad-
przewodz¡cego w pojedynczej warstwie fosforenu znajduj¡cej si¦ pod wpªywem napr¦»e« lub
domieszkowania elektronami [109]. Szacuje si¦ najwy»sz¡ temperatur¦ krytyczn¡ na poziomie
16,5 K w przypadku podwójnej warstwy czarnego fosforenu domieszkowanej litem w stosunku
P:Li równym 4:1 [110]. Ukªad ten tworzy �kanapk¦�, w której dwa atomy litu maj¡ jako naj-
bli»szych s¡siadów po cztery atomy fosforu (P4-Li2-P4). Autorzy badania przeanalizowali tak»e
ukªad, dla którego stosunek P:Li wynosi 8:1, struktura ta równie» przechodzi w stan nadprzewo-
dz¡cy, lecz przy znacznie ni»szej temperaturze (Tc = 4,9 K). �wiadczy to o tym, »e koncentracja
domieszki mo»e mie¢ znaczny wpªyw na mo»liwo±¢ indukcji stanu nadprzewodz¡cego.

Badania, które przeprowadzono w ramach niniejszej rozprawy doktorskiej, polegaj¡ na
obliczeniach numerycznych okre±laj¡cych struktury elektronowo-fononowe materiaªów dwuwy-
miarowych oraz wªasno±ci termodynamiczne stanu nadprzewodz¡cego tych ukªadów. Posªu»ono
si¦ odpowiedni¡ metod¡ badawcz¡, analizuj¡c kilka ukªadów dwuwymiarowych: C6XC6, XC6

i XC8 oraz P8CaP8, dla atomu X b¦d¡cego pierwiastkiem K, Ca, Rb lub Sr. W pierwszej cz¦-
±ci badania przeprowadzono obliczenia przy wykorzystaniu metod teorii funkcjonaªu g¦sto±ci
umo»liwiaj¡cych uzyskanie funkcji spektralnej Eliashberga α2F (ω). Funkcj¦ t¦ otrzyma¢ mo»na
w momencie poznania struktury elektronowej i fononowej ukªadu. Maj¡c wiedz¦ na jej temat,
wykorzysta¢ mo»na formalizm równa« Eliashberga w celu uzyskania informacji o funkcjach
termodynamicznych stanu nadprzewodz¡cego.
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IV.2 Teoria funkcjonaªu g¦sto±ci elektronowej

Wgl¡d we wªa±ciwo±ci elektronowe i mechaniczne badanych ukªadów uzyskano przy wyko-
rzystaniu metod teorii funkcjonaªu g¦sto±ci elektronowej zaimplementowanych w oprogramowa-
niu QUANTUM ESPRESSO [111, 112]. Program ten umo»liwia okre±lenie wªasno±ci struktury
elektronowej oraz struktury fononowej, daj¡c mo»liwo±¢ okre±lenia szeregu wªasno±ci obserwo-
wanych w skali mikro i makro. Obliczenia mo»na podzieli¢ na kilka etapów, w których nale»y
okre±li¢ ró»ne zestawy parametrów, aby uzyska¢ wyniki �zyczne z oczekiwan¡ precyzj¡.

Dobór pseudopotencjaªu

Pierwszym krokiem jest ustalenie parametrów obliczeniowych metody DFT, do których nale»y
w szczególno±ci pseudopotencjaª przybli»aj¡cy funkcj¦ falow¡ elektronów dla ka»dego pierwiast-
ka. Ten etap rzutuje na caªo±¢ oblicze« i to od niego w gªównej mierze zale»y dokªadno±¢ wyni-
ków. Wybór pseudopotencjaªu wpªywa na stopie« mo»liwo±ci okre±lenia konkretnych wielko±ci
�zycznych. Na przykªad, wªasno±ci zale»ne od oddziaªywa« spin-orbita nie mog¡ by¢ okre±lone
przy wykorzystaniu pseudopotencjaªu, który ich nie opisuje. Niestety pod tym wzgl¦dem nie
istniej¡ idealne zestawy parametrów zawieraj¡ce informacje o ka»dym, mo»liwym oddziaªywa-
niu. Istnieje natomiast podziaª pseudopotencjaªów ze wzgl¦du na podej±cie do aproksymacji
funkcji falowej elektronów. Do najwa»niejszych zaliczy¢ mo»na pseudopotencjaªy: zachowuj¡ce
norm¦, ultrami¦kkie i fal pªaskich o wzmocnionych projektorach.

Pseudopotecjaªy zachowuj¡ce norm¦ (ang. norm conserving) speªniaj¡ poni»sze wªasno±ci:

1. warto±ci wªasne orbitali walencyjnych atomu modelowego* jak i pseudoatomu, które two-
rz¡ wybrany ukªad s¡ takie same,

2. warto±ci wªasne funkcji falowej atomu modelowego i pseudoatomu s¡ takie same tak»e
wewn¡trz rdzenia atomowego (w odlegªo±ci rc od j¡dra),

3. g¦sto±¢ ªadunku elektrycznego orbitali walencyjnych musi by¢ identyczna jak w oryginal-
nym atomie w odlegªo±ci wi¦kszej od promienia pseudoatomu (r > rc), wewn¡trz którego
wyst¦puj¡ elektrony rdzenia,

4. pochodne logarytmiczne i pierwsze pochodne energii modelowych i pseudo-funkcji falo-
wych s¡ takie same w regionie r > rc.

Nazwa nadana tym pseudopotencjaªom ma swoje pochodzenie z warunku (3), zwanego cz¦sto
warunkiem normalizacji. Wªasno±ci (3) i (4) s¡ najistotniejsze, aby zagwarantowa¢ przechod-
nio±¢ pseudopotencjaªu danego atomu pomi¦dzy ró»nymi zwi¡zkami chemicznymi, gwarantuj¡c
jego uniwersalno±¢. Ze wzgl¦du na ªatwo±¢ tworzenia pseudopotencjaªów zachowuj¡cych nor-
m¦, wszelkie usprawnienia w teorii metod ab initio s¡ przekªadane najpierw (lub tylko) na nie.
Niemniej jednak ich konstrukcja uniemo»liwia uzyskanie informacji o orbitalach bliskich j¡dra
atomowego. Dodatkowo, przy powy»szych zaªo»eniach, promie« rc tylko w niewielkim stopniu
nachodzi na orbitale walencyjne, ze wzgl¦du na ryzyko braku mo»liwo±ci wykorzystania jednego
pseudopotencjaªu w wielu ukªadach.

Pseudopotecjaªy ultrami¦kkie powstaªy, aby omin¡¢ problem potrzebnej wysokiej warto±ci
energii odci¦cia w przypadku atomów o g¦stym rozkªadzie orbitali, czyli takich dla których
znacz¡ca ich cz¦±¢ le»y w obszarze promienia rc, na przykªad pierwiastki drugiego okresu bloku

*Funkcja falowa atomu modelowego wyznaczona jest dla jego wszystkich elektronów.
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p. W ich przypadku, jedyn¡ mo»liwo±ci¡ redukcji bazy funkcyjnej jest naruszenie warunku nor-
malizacyjnego (3), poprzez usuni¦cie orbitali rdzenia atomowego [113]. W ten sposób funkcje
falowe pseudoatomu mog¡ by¢ tak gªadkie jak to tylko mo»liwe, za spraw¡ wi¦kszej swobody
w okre±laniu promienia rdzenia, co z kolei umo»liwia zdecydowanie zmniejszenie energii odci¦cia
(st¡d pochodzi ich nazwa � pseudopotencjaªy ultrami¦kkie, z ang. ultrasoft). Ta czynno±¢ po-
zwala rozdzieli¢ g¦sto±¢ elektronow¡ na cz¦±¢ �mi¦kk¡�, która rozci¡ga si¦ na szeroko±¢ komórki
elementarnej ukªadu oraz na cz¦±¢ �tward¡� zlokalizowan¡ przy j¡drach atomowych.

Pseudopotecjaªy fal pªaskich o wzmocnionych projektorach ª¡cz¡ zalety poprzednich me-
tod przybli»aj¡cych i niweluj¡ ich wady. Okre±lone s¡ one mianem metody wzmocnienia fal
pªaskich funkcj¡ projekcyjn¡ (ang. Projector Augmented Wave, PAW), b¦d¡cej poª¡czeniem
metody pseudopotencjaªów ze zlinearyzowan¡ metod¡ wzmocnionej fali pªaskiej (ang. Lineari-
zed Augmented Plane Wave, LAPW) [114]. Formalizm zakªada istnienie liniowego operatora T̂
wi¡»¡cego orbitale atomu modelowego |ψi⟩ (atomu, w którym orbitale wyznaczone s¡ metodami
ab initio) z pseudo-orbitalami (orbitalami pseudoatomu) |ψ̃i⟩ równaniem |ψi⟩ = T̂ |ψ̃i⟩.

Wraz z wyborem odpowiedniego pseudopotencjaªu nale»y okre±li¢ warto±ci energii odci¦-
cia (ang. energy cuto� ) dla funkcji falowej, g¦sto±ci ªadunku oraz jego potencjaªu. Ich dobór
polega na przeprowadzeniu serii szybkich symulacji z niewielk¡ siatk¡ punktów k; ka»da zmia-
na pseudopotencjaªu wymaga powtórzenia tego procesu. Obok tego, nale»y tak»e ustali¢ próg
energii caªkowitej ukªadu, siª dziaªaj¡cych na atomy ukªadu lub ró»nicy energii ukªadu elek-
tronowego (pomi¦dzy kolejnymi iteracjami), poni»ej którego obliczenia b¦d¡ si¦ dokonywa¢.
Bardzo istotnym zagadnieniem, z punktu widzenia dokªadno±ci uzyskiwanych wyników, jest
dobór siatki punktów k o odpowiednim zag¦szczeniu i dystrybucji. Z tego wzgl¦du, we wszyst-
kich obliczeniach metodami DFT, wykorzystano jednorodny sposób rozmieszczenia punktów
k wedªug schematu Monkhorsta-Packa (MP) [115, 116]. Maj¡c ustalone powy»sze parametry,
mo»na przej±¢ do etapu tworzenia struktury.

Minimalizacja energii ukªadu

Wszystkie ukªady poddane analizie nale»¡ do struktur dwuwymiarowych, których modelo-
wanie jest stosunkowo proste. Wst¦pn¡ struktur¦ tworzy si¦ z ulokowania atomów domieszki
wzgl¦dem pojedynczej lub podwójnej warstwy atomów w¦gla lub fosforu, we wcze±niej ustalo-
nych miejscach speªniaj¡cych zaªo»enia badania. Kluczem do minimalizacji czasu obliczeniowe-
go jest tworzenie ukªadu z mo»liwie najmniejszej liczby atomów w komórce elementarnej (lub
superkomórce). Wybrany algorytm programu QUANTUM ESPRESSO mody�kuje poªo»enia
atomów oraz staªe sieci z ka»d¡ iteracj¡, powoduj¡c zmian¦ jego energii.

Wynikiem oblicze«* s¡ wspóªrz¦dne atomów komórki, dla których siªy wyst¦puj¡ce w ukªa-
dzie s¡ najmniejsze. Dla stabilnej struktury dokonuje si¦ wielu takich kalkulacji przy zmianie
odlegªo±ci atomów domieszki od pªaszczyzny. Pozwala to wyznaczy¢ krzyw¡ energii caªkowitej
oraz odlegªo±¢, dla której ukªad minimalizuje sw¡ energi¦. Je»eli uzyskana struktura speªnia
zaªo»enia badania (mo»e si¦ okaza¢, »e jego wygl¡d ulegnie caªkowitej zmianie, w tym rozerwa-
niu podczas relaksacji), to wspóªrz¦dne atomów go tworz¡cych, dla minimum krzywej energii
caªkowitej, s¡ u»yte w dalszych obliczeniach.

*Etap ten cz¦sto nazywany jest relaksacj¡ struktury.
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Struktura elektronowa

Znaj¡c dokªadne poªo»enie atomów mo»na przej±¢ do kalkulacji struktury elektronowej ukªa-
du, podczas której poªo»enia j¡der s¡ ustalone. Jest to proces kilkuetapowy, a pierwszy krok
polega na obliczeniach g¦sto±ci stanów elektronowych (ang. electronic density of states, DOS)
w sposób samouzgodniony (SCF), dla którego najwa»niejszym parametrem jest ilo±¢ punk-
tów k pokrywaj¡cych pierwsz¡ stref¦ Brillouina wedªug schematu MP. Wynikiem oblicze« jest
przebieg funkcji DOS, ukazuj¡cej ilo±¢ dost¦pnych stanów elektronowych na jednostk¦ energii
w przestrzeni p¦dów, któr¡ normalizuje si¦ wzgl¦dem energii Fermiego.

Nast¦pnie, przy wykorzystaniu poprzednich plików wyj±ciowych, wykonuje si¦ obliczenia
relacji dyspersji elektronów w zadanym kierunku punktów k (ang. k-path, ±cie»ce punktów k).
W tym celu nale»y okre±li¢ ±cie»k¦ punktów w pliku wej±ciowym kalkulacji, któr¡ przeprowadza
si¦ w sposób nie-samouzgodniony (NSCF)*. Ze wzgl¦du na dwuwymiarowo±¢ wszystkich bada-
nych ukªadów, w ich przypadku ±cie»ka punktów k jest okre±lona w podobny sposób i przechodzi
przez punkty o najwy»szej symetrii Γ, M, oraz K w pierwszej stre�e Brillouina. Wynikiem tych
oblicze« jest przebieg pasm elektronowych w zale»no±ci od p¦du w przestrzeni sieci odwrotnej.
Znaj¡c warto±¢ energii Fermiego mo»na ustali¢, czy dany ukªad jest izolatorem, przewodni-
kiem, czy póªprzewodnikiem. Przebieg pasm relacji dyspersji pozwala zrozumie¢ natur¦ wi¡za«
elektronowych i daje wgl¡d w makroskopowe wªasno±ci elektryczne ciaªa.

Struktura elektronowo-fononowa i funkcja α2F (ω)

Aby okre±li¢ struktur¦ fononow¡ ukªadu nale»y posªu»y¢ si¦ podobnym procesem oblicze-
niowym, jak w przypadku struktury elektronowej. Ponownie dokonuje si¦ kalkulacji SCF, lecz
przy g¦stszej siatce punktów k, tak aby mogªa ona zawrze¢ tak»e zbiór punktów q, opisuj¡cych
wektory falowe fononów, dla których relacja dyspersji fononów b¦dzie wyznaczana. Nast¦pnie
pliki wej±ciowe u»yte s¡ do oblicze« struktury fononowej dla okre±lonej sieci punktów q oraz
kolektywnej struktury elektronowo-fononowej. Do ostatniej cz¦±ci wykorzystuje si¦ perturba-
cyjn¡ teori¦ funkcjonaªu g¦sto±ci (DFPT) [117], której metoda polega na okre±leniu macierzy
dynamicznej (ang. dynamical matrix ) wzburze« w s¡siedztwie ka»dego wektora q. Powy»szego
schematu dokonuje si¦ dla caªej siatki punktów q, przy liniowej interpolacji elementów macierzy.
W wyniku tego procesu, dla ka»dego takiego punktu i cz¦stotliwo±ci ν otrzymuje si¦ wspóªczyn-
niki oddziaªywania elektron-fonon γqν i λqν . Fizyczna interpretacja rezultatów jest mo»liwa po
przej±ciu z bazy funkcyjnej sieci odwrotnej do przestrzeni rzeczywistej, dzi¦ki transformacie
Fouriera. Wspóªczynniki te odpowiedzialne s¡ za opis: szeroko±ci krzywej relacji dyspersyjnej
fononu (γqν) i staªej sprz¦»enia (λqν) wedªug relacji:

γqν = 2πωqν

∑
ij

∫
d3k⃗

ΩBZ

∣∣∣gqν(k⃗, i⃗, j⃗)∣∣∣2 δ(ϵqi − ϵF )δ(ϵk+q,j − ϵF ), (IV.1)

λqν =
γqν

πℏN(ϵF )ω2
qν

. (IV.2)

Sªu»¡ one do okre±lenia fononowej struktury pasmowej ukªadu w przestrzeni sieci odwrotnej oraz
g¦sto±ci ich dost¦pnych stanów (ang. phonon density of states, PhDOS) w zale»no±ci od energii.

*S¡ to obliczenia dokonywane przy staªym, uzyskanym z oblicze« SCF wraz z orbitalami Kohna-
Shama, potencjale Vxc.
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Diagonalizacja macierzy dynamicznej pozwala wyznaczy¢ cz¦sto±ci wzburze«. Korzystaj¡c ze
wspóªczynników λq uzyskuje si¦ funkcj¦ spektraln¡:

α2F (ω) =
1

2πN(ϵF )

∑
qν

γqν
ℏωqνδ(ω − ωqν)

. (IV.3)

W ostatnim kroku oblicze« struktury elektronowo-fononowej wyznacza si¦ warto±¢ staªej sprz¦-
»enia z relacji: λ =

∑
qν λqν . Schemat metody obliczeniowej wykorzystanej w badaniach mo»na

prze±ledzi¢ na rysunku IV.3.

Quantum-Espresso

Relaksacja struktury

Pozycje atomów i staªe sieci

Obliczenia SCF

Funkcja DOS i warto±¢ ϵF

Obliczenia NSCF

Relacje dyspersji elektronów

Macierz dynamiczna

Relacje dyspersji fononów

Struktura
elektronowo-fononowa

λ(ω), funkcja α2F (ω)

Metody DFT

Metody DFPT

Rysunek IV.3: Schemat blokowy oblicze« metodami DFT i DFPT, które prowadz¡ do uzyskania
struktury elektronowej, struktury fononowej oraz funkcji spektralnej Eliashberga.

IV.3 Formalizm równa« Eliashberga

Wyznaczenie przebiegu funkcji przerwy energetycznej od temperatury ∆(T ) jest pierwszym
celem obliczeniowym zwi¡zanym z wªasno±ciami termodynamicznymi stanu nadprzewodz¡cego.
W przypadku nadprzewodników klasycznych, zespolona posta¢ tej funkcji opisana jest zale»-
no±ci¡ ∆(iωm) = ϕ(iωm)/Z(iωm) i pozwala okre±li¢ warto±¢ temperatury, w której dokonuje
si¦ przej±cie fazowe. Poznanie jej postaci jest mo»liwe przy wykorzystaniu formalizmu rów-
na« Eliashberga, który opiera si¦ na wcze±niej otrzymanych funkcjach: Σ (III.37), ϕ (III.38), G
(III.39) oraz F (III.40). Aby móc okre±li¢ warto±¢ funkcji nadprzewodz¡cej przerwy energetycz-
nej, nale»y najpierw uzyska¢ posta¢ równa« opisuj¡cych funkcj¦ parametru porz¡dku ϕ(iωm)
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oraz funkcj¦ wspóªczynnika renormalizuj¡cego funkcj¦ falow¡ Z(iωm). Pierwszym krokiem jest
rozdzielenie funkcji energii wªasnej σ(k⃗, iωm) na cz¦±¢ parzyst¡ i cz¦±¢ nieparzyst¡:

iωm

[
1− Z(k⃗, iωm)

]
≡ 1

2

[
Σ(k⃗, iωm)− Σ(k⃗,−iωm)

]
, (IV.4)

χ(k⃗, iωm) ≡ 1

2

[
Σ(k⃗, iωm) + Σ(k⃗,−iωm)

]
. (IV.5)

Wyrazy Z i χ opisuj¡ parzyste funkcje wzgl¦dem urojonej cz¦sto±ci iωm dla tego samego kie-
runku wektora p¦du k⃗. Z tego powodu funkcja σ(k⃗, iωm) mo»e przybra¢ posta¢ dwóch równa«:
na funkcj¦ Z oraz na funkcj¦ χ:

Z
(
k⃗, iωm

)
= 1 +

1

Nβ

∑
k⃗′,m′

λkk′ (iωm − iωm′)

N(µ)

×
(ωm′/ωm)Z

(
k⃗′, iωm′

)
ω2
m′Z2 (k′, iωm′) +

(
ϵk′ − µ+ χ

(
k⃗′, iωm′

))2
+ ϕ2

(
k⃗′, iωm′

) , (IV.6)

χ
(
k⃗, iωm

)
= − 1

Nβ

∑
k⃗′,m′

λkk′ (iωm − iωm′)

N(µ)

×
ϵk′ − µ+ χ

(
k⃗′, iωm′

)
ω2
m′Z2

(
k⃗′, iωm′

)
+
(
ϵk′ − µ+ χ(k⃗′, iωm′)

)2
+ ϕ2

(
k⃗′, iωm′

) . (IV.7)

Obie sªu»¡ do okre±lenia funkcji ϕ, opisanej relacj¡:

ϕ
(
k⃗, iωm

)
=

1

Nβ

∑
k′m′

(
λkk′ (iωm − iωm′)

N(µ)
− Vkk′

)

×
ϕ
(
k⃗′, iωm′

)
ω2
m′Z2

(
k⃗′, iωm′

)
+
(
ϵk′ − µ+ χ

(
k⃗′, iωm′

))2
+ ϕ2

(
k⃗′, iωm′

) . (IV.8)

Dodatkowo, obok nich de�niuje si¦ funkcj¦ opisuj¡c¡ ±redni¡ ilo±¢ elektronów n na w¦¹le sieci
krystalicznej, która daje informacje o potencjale chemicznym µ ukªadu:

n =
2

Nβ

∑
k′,m′

G
(
k⃗′, iωm′

)
eiωm′0+

= 1− 2

Nβ

∑
k′m′

ϵk′ − µ+ χ
(
k⃗′, iωm′

)
ω2
m′Z2

(
k⃗′, iωm′

)
+
(
ϵk′ − µ+ χ

(
k⃗′, iωm′

))2
+ ϕ2

(
k⃗′, iωm′

) . (IV.9)
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Powy»sze równania tworz¡ cz¦±¢ formalizmu Eliashberga, która jest odpowiedzialna za opis
interakcji elektron-fonon sieci krystalicznej. Oddziaªywania elektron-elektron wprowadzone s¡
do formalizmu tylko poprzez j¡dro paruj¡ce, a dokªadniej, w funkcji spektralnej α2F (ω).

Najcz¦±ciej stosowan¡ metod¡ rozwi¡zywania równa« Eliashberga jest powi¡zanie wªasno±ci
elektronowych ukªadu z jego energi¡ Fermiego. Zakªada si¦ w ten sposób izotropi¦ równa« ze
wzgl¦du na podziaª elektronów na: znajduj¡ce si¦ poni»ej powierzchni Fermiego i te, które
znajduj¡ si¦ bezpo±rednio nad ni¡ w przestrzeni p¦dów. Poza kilkoma wyj¡tkami, w których
anizotropia powinna by¢ wzi¦ta pod uwag¦, energie elektronów mo»na u±redni¢ (uwzgl¦dniaj¡c
fakt wyst¦powania defektów sieci krystalicznej), podobnie jak sam¡ anizotropowo±¢, gdy jest
niewielka [118]. Przy wykorzystaniu takiego zaªo»enia, równania (IV.6), (IV.7), (IV.8) oraz
(IV.9) mog¡ zosta¢ przepisane w sposób nast¦puj¡cy:

Zm = 1 + πT
∑
m′

λ(iωm − iωm′)

ωm′
ωm

Zm′√
ω2
m′Z2

m′ + ϕ2m′

A0(m
′), (IV.10)

χm = −πT
∑
m′

λ(iωm − iωm′)A1(m
′), (IV.11)

ϕm = πT
∑
m′

(λ(iωm − iωm′)−N(µ)Vcoul)
ϕm′√

ω2
m′Z2

m′ + ϕ2m′

A0(m
′), (IV.12)

n = 1− 2πTN(µ)
∑
m′

A1(m
′), (IV.13)

gdzie, celem uproszczenia, dla ka»dej funkcji zastosowano konwencj¦ zapisu: Z(iωm) = Zm.
Wyrazy λ(z) oraz Vcoul reprezentuj¡ u±rednione warto±ci wzgl¦dem powierzchni Fermiego, pod-
czas gdy A0(m

′) i A1(m
′) s¡ funkcjami powstaªymi przy zmianie odpowiednich sum na caªki*

wzgl¦dem zamkni¦tej** powierzchni Fermiego. Tych nie zde�niowano ze wzgl¦du na zaªo»enie
staªo±ci g¦sto±ci elektronowej poni»ej energii Fermiego oraz zastosowania energii odci¦cia (o
cz¦stotliwo±ci ωc): θ (ωc − |ωm′ |). Dzi¦ki temu, czªon A0(m

′) jest równy 1, a warto±¢ odpowia-
daj¡ca wyrazowi A1(m

′) wynosi 0, co doprowadza do mo»liwo±ci pomini¦cia funkcji χm oraz
funkcji n w dalszych rozwa»aniach. W takiej sytuacji, równania Zm i ϕm mo»na przepisa¢, dla
wektorów falowych n⃗ i m⃗, jako nast¦puj¡ce zale»no±ci:

Zn = 1 +
1

ωn

π

β

M∑
m=−M

λnm√
ω2
mZ

2
m + ϕ2m

ωmZm, (IV.14)

ϕn =
π

β

M∑
m=−M

λnm − µ⋆θ (ωc − |ωm|)√
ω2
mZ

2
m + ϕ2m

ϕm, (IV.15)

gdzie j¡dro paruj¡ce zde�niowane jest jako równowa»no±¢:

λnm ≡ λ(iωm − iωn) = 2

∫ ∞

0
dω

ω

(ωn − ωm)2 + ω2
α2F (ω) . (IV.16)

*Wykorzystuje si¦ do tego formuª¦ 1
N

∑
→
∫
dϵN(ϵ).

**Energia elektronów nie przekracza wtedy warto±ci energii Fermiego.
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Równania Eliashberga na osi rzeczywistej

Analityczne rozwini¦cie równa« (III.39), (III.40) i (III.41) na o± rzeczywist¡ wymaga po-
nownej de�nicji urojonej cz¦sto±ci: iωm = ω + iδ. W ten sposób gwarantuje si¦ mo»liwo±¢
analitycznej kontynuacji funkcji Greena na osi rzeczywistej, z uwzgl¦dnieniem niewielkich ob-
szarów cz¦±ci urojonych iδ na pªaszczy¹nie zespolonej. Niestety, zwykªe podstawienie w przy-
padku funkcji (III.37) oraz (III.38), ze wzgl¦du na sumowanie nie b¦dzie poprawne. Sumowanie
cz¦sto±ci Matsubary m′ wymaga, w pierwszym kroku, zde�niowania reprezentacji widmowej
funkcji Greena G i F :

G(k⃗, iωm) =

∞∫
−∞

dω
A(k⃗, ω)

iωm − ω
, (IV.17)

F (k⃗, iωm) =

∞∫
−∞

dω
C(k⃗, ω)

iωm − ω
, (IV.18)

gdzie wyra»enia A(k⃗, ω) oraz C(k⃗, ω) opisane s¡ nast¦puj¡co:

A(k⃗, ω) ≡ − 1

π
ImG(k⃗, ω + iδ), (IV.19)

C(k⃗, ω) ≡ − 1

π
ImF (k⃗, ω + iδ). (IV.20)

Sumowania obecnego w równaniach (III.37) i (III.38) dokonuje si¦ tak»e wzgl¦dem wektora
falowego k⃗′. Z zaªo»enia czªon λkk′ jest funkcj¡ spektraln¡, wi¦c nie stanowi przeszkody w ana-
litycznej kontynuacji tych funkcji na osi rzeczywistej. Sumowania dokonuje si¦ na wcze±niej
otrzymanych równaniach (IV.10), (IV.11),(IV.12) i (IV.13). Wynikiem tej operacji s¡ równania
Eliashberga na osi rzeczywistej [119, 120], których numeryczne rozwi¡zanie jest zdecydowanie
bardziej wymagaj¡ce ni» obliczenia na pªaszczy¹nie zespolonej. W zwi¡zku z tym w praktyce
dokonuje si¦ najpierw kalkulacji przy wykorzystaniu równa« w reprezentacji mieszanej:

Σ(k⃗, z) =
1

Nβ

∞∑
k′m′=−∞

λkk′(z − iωm′)

N(µ)
G(k⃗′, iωm′)− 1

N

∑
k′

∫ ∞

0

α2
kk′F (ν)

N(µ)

×
{
[f(ν − z) +N(ν)]G(k⃗′, z − ν) + [f(ν + z) +N(ν)]G(k⃗′, z + ν)

}
dν,

(IV.21)

ϕ(k⃗, z) =
1

Nβ

∞∑
k′m′=−∞

[
λkk′(z − iωm′)

N(µ)
− Vkk′

]
F (k⃗′, iωm′)− 1

N

∑
k′

∫ ∞

0

α2
kk′F (ν)

N(µ)

×
{
[f(ν − z) +N(ν)]F (k⃗′, z − ν) + [f(ν + z) +N(ν)]F (k⃗′, z + ν)

}
dν,

(IV.22)

aby w kolejnym kroku móc wyznaczy¢ rzeczywiste warto±ci wybranych funkcji w krótszym
czasie obliczeniowym. Zalet¡ podej±cia oblicze« na osi urojonej jest mo»liwo±¢ uzyskania war-
to±ci pochodnych funkcji termodynamicznych stanu nadprzewodz¡cego bezpo±rednio z funkcji
Z(iωm) i ϕ(iωm). W powy»szych równaniach f(ν ± z) jest funkcj¡ Fermiego, podczas gdy licz-
ba zespolona z przyjmuje warto±ci z pierwszej i drugiej ¢wiartki pªaszczy, co daje dowolno±¢
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w znaku przy podstawianiu. Przy pomocy relacji z = iωm doprowadzi¢ mo»na do pierwotnej
postaci równa« (IV.6) i (IV.8), natomiast wykorzystuj¡c podstawienie z = ω + iδ umo»liwia
si¦ obliczenia numeryczne sum ze wzgl¦du na dyskretyzacje cz¦±ci urojonej. Ostatnia opcja,
przy zadanych zaªo»eniach powierzchni Fermiego, staªo±ci g¦sto±ci elektronowej i pozostaªych,
doprowadzi funkcje: czynnika renormalizuj¡cego funkcj¦ falow¡ Z i parametru porz¡dku ϕ do
postaci równa«:

Z(ω + iδ) = 1 +
iπT

ω

∞∑
m=−∞

λ(ω − iωm)
ωmZ(iωm)√

ω2
mZ

2(iωm) + ϕ2(iωm)
+
iπ

ω

∞∫
0

α2F (ν)

×

{
[N(ν) + f(ν − ω)]

(ω − ν)Z(ω − ν + iδ)√
(ω − ν)2Z2(ω − ν + iδ)− ϕ2(ω − ν + iδ)

+

[N(ν) + f(ν + ω)]
(ω + ν)Z(ω + ν + iδ)√

(ω + ν)2Z2(ω + ν + iδ)− ϕ2(ω + ν + iδ)

}
dν

(IV.23)

oraz

ϕ(ω + iδ) = πT

∞∑
m=−∞

[λ(ω − iωm)− µ∗(ωc)θ(ωc − |ωm|)]

× ϕ(iωm)√
ω2
mZ

2(iωm) + ϕ2(iωm)
+ iπ

∞∫
0

α2F (ν)

×

[N(ν) + f(ν − ω)]
ϕ(ω − ν + iδ)√

(ω − ν)2Z2(ω − ν + iδ)− ϕ2(ω − ν + iδ)

+ [N(ν) + f(ν + ω)]
ϕ(ω + ν + iδ)√

(ω + ν)2Z2(ω + ν + iδ)− ϕ2(ω + ν + iδ)

 dν.

(IV.24)

Poprawki wierzchoªkowe w uj¦ciu teorii Migdala

Funkcja wierzchoªkowa odpowiada za opis oddziaªywa« pomi¦dzy fononem i elektronem,
które ze wzgl¦du na zdecydowanie mniejszy (o rz¦dy wielko±ci) wpªyw w mechanizmy paruj¡-
ce, s¡ zaniedbywane w powy»szym podej±ciu. Sam A. Migdal sugerowaª, »e wpªyw poprawek
wierzchoªkowych jest rz¦du wielko±ci warto±ci pierwiastka ilorazu masy elektronu m i masy j¡-
dra M , ze wzgl¦du na wyst¦powanie kwantowych �uktuacji [55]. W momencie tworzenia teorii
zaªo»enie to byªo podyktowane faktem istnienia znacznej cz¦±ci materiaªów nadprzewodz¡cych,
w strukturze których prawdopodobie«stwo rozproszenia elektronu przez jednoczesn¡ kreacj¦
i anihilacj¦ fononu byªo proporcjonalne do (m/M)1/2. Z tego wzgl¦du efekt ten mo»na byªo
w ich przypadku z sukcesem pomin¡¢. Sytuacja ulega zmianie dla ukªadów o zredukowanej wy-
miarowo±ci (na przykªad ukªady dwuwymiarowe), w przypadku których nale»y przeanalizowa¢
stosunek cz¦sto±ci Debye'a do warto±ci energii Fermiego [121]. Jest to tym bardziej istotne, po-
niewa» formalizm równa« Migdala przy braku zaªo»enia poprawek wierzchoªkowych zazwyczaj
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zani»a potencjaª oddziaªywa« paruj¡cych, zwªaszcza przy braku peªnej informacji o warto±ci
pseudopotencjaªu kulombowskiego µ⋆. Równania opisuj¡ce funkcje ϕm i Zm uzupeªnione o po-
prawki wierzchoªkowe przyjmuj¡ posta¢ [122, 123]:

ϕn = πT

M∑
m=−M

Λn,m − µ⋆θ (ωc − |ωm|)√
ω2
mZ

2
m + ϕ2m

ϕm − π3T 2

4εF

×
M∑

m=−M

M∑
m′=−M

Λn,mΛn,m′√
(ω2

mZ
2
m + φ2

m)
(
ω2
m′Z2

m′ + φ2
m′
) (
ω2
−n+m+m′Z2

−n+m+m′ + φ2
−n+m+m′

)
× [φmφm′φ−n+m+m′ + 2φmωm′Zm′ω−n+m+m′Z−n+m+m′ − ωmZmωm′Zm′φ−n+m+m′ ] ,

(IV.25)

oraz

Zn = 1 +
πT

ωn

M∑
m=−M

Λn,m√
ω2
mZ

2
m + φ2

m

ωmZm − π3T 2

4εFωn

×
M∑

m=−M

M∑
m′=−M

Λn,mΛn,m′√
(ω2

mZ
2
m + φ2

m)
(
ω2
m′Z2

m′ + φ2
m′
) (
ω2
−n+m+m′Z2

−n+m+m′ + φ2
−n+m+m′

)
× [ωmZmωm′Zm′ω−n+m+m′Z−n+m+m′ + 2ωmZmφm′φ−n+m+m′

−φmφm′ω−n+m+m′Z−n+m+m′ ] .

(IV.26)

Termodynamika stanu nadprzewodz¡cego

Proces obliczeniowy rozpoczyna si¦ od zmapowania funkcji spektralnej Eliashberga otrzy-
manej w pierwszej cz¦±ci badania w posta¢ tabeli o mo»liwie jak najmniejszej liczbie punktów.
Tabela ta stanowi plik wej±ciowy do oblicze« macierzy sprz¦»enia elektron-fonon w zale»no±ci
od temperatury dla okre±lonego pseudopotencjaªu kulombowskiego µ⋆, przybli»aj¡cego oddzia-
ªywania odpychaj¡ce pomi¦dzy elektronami. RozmiarM tych macierzy jest pierwszym parame-
trem przekªadaj¡cym si¦ bezpo±rednio na dokªadno±¢ uzyskiwanych warto±ci, ze wzgl¦du na to,
»e ogranicza on proces iteracji sum w równaniach IV.24 oraz IV.23 wykorzystywanych do obli-
cze«. Ma on w praktyce nieliniowy wpªyw na wzrost czasu obliczeniowego, nale»y wi¦c szuka¢
jego jak najmniejszej warto±ci, która doprowadza do wysycenia rozwi¡za« podczas wst¦pnych
oblicze«. Ró»nica pomi¦dzy wynikami numerycznymi dla wymiaru macierzy wi¦kszego ni» 1100
okazywaªa si¦ za ka»dym razem niewielka (w granicy dokªadno±ci numerycznej), dlatego wszyst-
kie macierze zostaªy okre±lone tak, aby nie przekroczy¢ tej liczby.

Poznawszy warto±ci funkcji ϕm i Zm dla ka»dej cz¦sto±ci Matsubary, mo»na wykre±li¢ je
w caªej przestrzeni ω. Zgodnie z relacj¡ ∆(iωm) ≡ ϕ(iωm)/Z(iωm) wyznacza si¦ funkcj¦ nad-
przewodz¡cej przerwy energetycznej. Jednak»e najwi¦kszy wpªyw na warto±¢ rzeczywist¡ tych
funkcji, a tak»e na pozostaªe wªasno±ci termodynamiczne stanu nadprzewodz¡cego, ma ich
przebieg dla pierwszej cz¦sto±ci Matsubary (m = 1). Z powy»szego nale»y wywnioskowa¢, i»
temperatur¦ krytyczn¡ mo»na okre±li¢ z przebiegu jednej krzywej, ∆m=1. Zanik tej funkcji
w danej temperaturze (okre±lanej mianem temperatury przej±cia lub temperatury krytycznej,
Tc) wi¡»e si¦ z zerwaniem stanu nadprzewodz¡cego.
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Z równa« Eliashberga w reprezentacji mieszanej uzyska¢ mo»na przebieg cz¦±ci rzeczywistej
i cz¦±ci urojonej funkcji przerwy energetycznej, daj¡c informacj¦ o stabilno±ci stanu nadprzewo-
dz¡cego w danej temperaturze*. Aby móc okre±li¢ wspóªczynnik R∆ teorii BCS wedªug równa-
nia (III.19), nale»y wyznaczy¢ �zycznie realizuj¡c¡ si¦ warto±¢ funkcji ∆ w temperaturze 0 K.
Wykorzystuje si¦ do tego celu cz¦±¢ rzeczywist¡ funkcji nadprzewodz¡cej przerwy energetycznej
z postaci mieszanej, wedªug formuªy:

∆(0) = Re [∆m(ω = ∆m(T ), T )] , (IV.27)

dla której cz¦stotliwo±¢ ω jest równa co do warto±ci funkcji ∆m(T ).
Najcz¦±ciej wykorzystywan¡ przez ±rodowisko naukowe metod¡ do okre±lania temperatury

krytycznej ukªadu z funkcji spektralnej jest relatywnie prosta formuªa Allena-Dynesa [124]:

TAD
c =

f1f2
1.2

ωlne

(
− 1.04(1+λ)

λ−µ∗(1+0.62λ)

)
, (IV.28)

w której wyrazy f1 i f2 s¡ parametrami dopasowania. Jest ona rozwini¦ciem aproksymacji za-
proponowanej przez Williama McMillana [125], która z zaªo»enia powinna dobrze przybli»a¢
temperatur¦ krytyczn¡ ukªadów silnosprz¦»eniowych. Aczkolwiek wiele wyników teoretycznych
i eksperymentalnych podwa»a sªuszno±¢ jej wykorzystywania dla takich struktur. Pomimo tego,
wiele grup badawczych nadal stosuje formuª¦ Allena-Dynesa do okre±lania temperatury przej-
±cia, nawet w ukªadach, które wykazuj¡ bardzo wysok¡ warto±¢ staªej sprz¦»enia elektron-fonon.
Z tego wzgl¦du w niniejszych badaniach przeprowadzono tak»e analiz¦ porównawcz¡ wyników
uzyskiwanych metod¡ uwzgl¦dniaj¡c¡ oddziaªywania silnosprz¦»eniowe i retardacyjne � forma-
lizmu równa« Eliashberga z wynikami temperatur otrzymanych przy wykorzystaniu formuªy
Allena-Dynesa.

Aby móc wyznaczy¢ kolejne wielko±ci opisuj¡ce termodynamik¦ stanu nadprzewodz¡cego,
w tym: ciepªo wªa±ciwe C, entropi¦ S, pole krytyczne Hc oraz gª¦boko±¢ wnikania λL, nale»y
najpierw okre±li¢ funkcj¦ energii swobodnej F dla danej struktury. Niestety, chc¡c otrzyma¢ j¡
bezpo±rednio dla ukªadu oddziaªuj¡cych elektronów, nale»aªoby wykorzysta¢ podej±cie bardzo
trudne analitycznie (formalizm musiaªby opisywa¢ wszystkie mo»liwe oddziaªywania pomi¦dzy
elektronami) i numerycznie [126, 127]. Niemniej jednak na gruncie przybli»enia jednakowej
g¦sto±ci elektronowej (ρ(0)) struktury elektronowej poni»ej powierzchni Fermiego, mo»na si¦
posªu»y¢ zmody�kowan¡ do celów numerycznych formuª¡ Johna Bardeena i Michaela Stephena
[128] w celu okre±lenia funkcje ró»nicy energii swobodnej pomi¦dzy stanem normalnym (ZN

m )
i stanem nadprzewodz¡cym (ZS

m):

∆F

ρ(0)
= −2π

β

M∑
m=1

(√
ω2
m +∆2

m − |ωm|
)
(ZS

m − ZN
m

|ωm|√
ω2
m +∆2

m

). (IV.29)

Znaj¡c zaªo»enia formalizmu Eliashberga mo»na stwierdzi¢, »e podej±cie wykorzystuj¡ce ró»nic¦
energii swobodnej ∆F generuje wyniki, które niczym nie ust¦puj¡ w stosunku do trudniejszego,
wcze±niej wspomnianego opisu funkcji zwykªej energii swobodnej F , je»eli jest mowa o analizie
porównawczej struktur. Ponadto, nie wymaga ono oblicze« rzeczywistej przerwy energetycznej,
opieraj¡c si¦ na równaniach funkcji zespolonych (IV.6) i (IV.8). Uzyskana funkcja ró»nicy ener-
gii swobodnej pozwoli obliczy¢ pochodne parametry, takie jak ró»nic¦ ciepªa wªa±ciwego ∆C,

*Warunkiem tej stabilno±ci jest brak cz¦±ci urojonej dla pierwszej cz¦sto±ci Matsubary.
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termodynamiczne pole krytyczne Hc, ró»nic¦ entropii ∆S oraz funkcj¦ Londonowskiej gª¦boko-
±ci wnikania λL. Funkcja ró»nicy ciepªa wªa±ciwego jest równa co do staªej, drugiej pochodnej
ró»nicy energii swobodnej po temperaturze, a równanie j¡ opisuj¡ce przybiera posta¢:

∆C(T )

kBρ(0)
= − 1

β

d2[∆F/ρ(0)]

d(kBT )2
. (IV.30)

W podobny sposób okre±li¢ mo»na równanie opisuj¡ce funkcj¦ termodynamicznego pola kry-
tycznego:

Hc(T )√
ρ(0)

=
√
−8π(∆F/ρ(0)), (IV.31)

oraz funkcj¦ ró»nicy entropii ∆S:

∆S(T )

kBρ(0)
= −d[∆F/ρ(0)]

d(kBT )
. (IV.32)

Otrzymana w ten sposób funkcja termodynamicznego pola krytycznego w zale»no±ci od tempe-
ratury powinna male¢ w pobli»u Tc z szybko±ci¡ -1, to znaczy tg(θ) = −1, gdzie θ okre±la k¡t
nachylenia krzywej do osi odci¦tych. Natomiast jej maksymalna warto±¢ otrzymywana jest dla
temperatury 0 K. Nale»y pami¦ta¢, »e jest to wielko±¢ termodynamiczna i pozwala jedynie na
jako±ciow¡ analiz¦ wytrzymaªo±ci fazy nadprzewodz¡cej wzgl¦dem przyªo»onego pola magne-
tycznego. Funkcja ró»nicy entropii ∆S pomaga okre±li¢ stopie« uporz¡dkowania kondensatu
par Coopera wzgl¦dem ukªadu w stanie normalnym.

Wszystkie powy»sze równania opisuj¡ funkcje ró»nicy danej wielko±ci �zycznej pomi¦dzy
stanem normalnym (wyraz N w indeksie górnym wyra»enia) i stanem nadprzewodz¡cym (wy-
raz S w indeksie górnym wyra»enia). Oznacza to, »e wszystkie wyznaczone wielko±ci termody-
namiczne b¦d¡ znormalizowane wzgl¦dem stanu normalnego (warto±ci funkcji równej 0). Nie
stanowi to wi¦kszego problemu w analizie jako±ciowej, ze wzgl¦du na wyst¦powanie istotnych
ró»nic w porównaniu do stanu normalnego. Nale»y równie» pami¦ta¢, »e wiele wielko±ci �zycz-
nych, które tak»e przechodz¡ przemian¦ w stanie nadprzewodz¡cym, cechuje si¦ trywialnym
opisem w stanie normalnym lub ich warto±¢ wynosi zero. Charakterystycznym tego przykªadem
jest zmiana warto±ci ciepªa wªa±ciwego, która dokonuje skoku w temperaturze krytycznej. Jest
to obraz nieci¡gªego przej±cia fazowego teorii Ginzburga-Landaua, który jest do±wiadczalnym
dowodem na indukcj¦ stanu nadprzewodz¡cego. Funkcja ta maleje eksponencjalnie w obszarze
T < Tc, zgodnie z relacj¡ CS(T < Tc) ∼ e−∆(0)/kBT . Sprawia to, »e dla temperatury mniejszej
od krytycznej, na wykresie obserwuje si¦ minimum tej funkcji o warto±ci poni»ej zera.

Za pomoc¡ formalizmu równa« Eliashberga mo»na tak»e okre±li¢ przebieg kwadratu zredu-
kowanej funkcji Londonowskiej gª¦boko±ci wnikania, przy wykorzystaniu relacji:

1

e2ν2FN(0)λ2L(T )
=

4π

3β

M∑
m=1

∆2
m

Z2
m (ω2

m +∆2
m)3/2

, (IV.33)

przy czym speªniona jest zale»no±¢: λL(0) = eνF
√
N(0)λL(T ), gdzie:

λL(T ) =

(
4π

3
N(0)e2ν2FT

∑
m

∆2
m

Zm (ω2
m +∆2

m)3/2

)−1/2

. (IV.34)
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W tym wyra»eniu, e okre±la ªadunek elektryczny elektronu, podczas gdy νF opisuje pr¦dko±¢
Fermiego. Jest to pr¦dko±¢ no±nika ªadunku posiadaj¡cego energi¦, odpowiadaj¡c¡ energii Fer-
miego (o wektorze falowym k⃗F ), speªniaj¡ca zale»no±¢: νF = ℏk⃗F /m0.

Standardowo funkcj¦ t¦ wykre±la si¦ dla zredukowanej temperatury (T/Tc), umo»liwiaj¡c
bezpo±rednie porównanie wzgl¦dem przewidywa« teorii BCS. Niemniej jednak, ze wzgl¦du na
to, »e jest to funkcja termodynamiczna, mo»liwym jest jedynie przeprowadzenie analizy jako-
±ciowej jej ksztaªtu wzgl¦dem przebiegu otrzymanego dla innych ukªadów, daj¡c niewielki wgl¡d
w rzeczywist¡ warto±¢ gª¦boko±ci wnikania λL. Zatem mimo i» kusz¡c¡ jest próba oszacowania
mo»liwo±ci wyst¦powania efektu blokowania �uksonów (�ux pinning) w ukªadach dwuwymia-
rowych, przy wykorzystaniu funkcji termodynamicznych jest to niemo»liwe.

Na rysunku IV.4 mo»na prze±ledzi¢ schemat blokowy przeprowadzonych oblicze«, które s¡
wymagane celem okre±lenia wªasno±ci termodynamicznych badanych ukªadów.

Formalizm równana« Eliashberga

Parametry wej±ciowe

α2(ω), µ⋆

Rozwi¡zania

na osi urojonej

Funkcje: ∆m, Zm

Rozwi¡zania na

osi rzeczywistej

Funkcje: ∆(ω), Z(ω)

Wspóªczynnik

teorii BCS

R∆, RC , RH

Ró»nica energii

swobodnej

∆F = FS - FN

Pochodne funk-

cji ró»nicy ener-

gii swobodnej

Funkcje: ∆C, ∆Hc, ∆S

Funkcja Londo-

nowskiej gª¦bo-

ko±ci wnikania

λL

Rysunek IV.4: Schemat blokowy oblicze«, w wyniku których uzyskuje si¦ wªasno±ci termody-
namiczne stanu nadprzewodz¡cego ukªadów silno-sprz¦»eniowych.
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Rozdziaª V

Wªa±ciwo±ci stanu nadprzewodz¡cego

indukuj¡cego si¦ w ukªadach na bazie

grafenu

V.1 Interkalowane podwójne warstwy grafenu C6XC6

Czysty grafen cechuje si¦ brakiem mo»liwo±ci przej±cia fazowego w stan o zerowej rezy-
stancji. Nie stanowi to jednak wi¦kszego problemu z kilku powodów, z których najwa»niejsz¡
kwesti¡ jest ogromna ªatwo±¢ wprowadzania zmian strukturalnych, dzi¦ki jego dwuwymiarowo-
±ci. Nale»y tak»e pami¦ta¢, »e czysty grafen posiada cech¦ � obok wielu po»¡danych � skrajnie
uniemo»liwiaj¡c¡ jego wykorzystanie w elektronice, któr¡ jest rzeczony w¦zeª Diraca. Skutkuje
to konieczno±ci¡ zmiany wªasno±ci strukturalnych grafenu w celu jego wykorzystania.

Nadprzewodnictwo zostaªo wykazane w ukªadzie podwójnej warstwy w¦glowej, których
pªaszczyzny obrócone s¡ o �magiczny� k¡t 1,1◦ wzgl¦dem siebie. Tak niewielka zmiana umo»li-
wiªa zaobserwowanie przej±cia fazowego w temperaturze 1,7 K [129]. W poszukiwaniu wy»szych
temperatur krytycznych, mo»na posªu»y¢ si¦ dosy¢ prost¡ metodyk¡: w przypadku nadprzewod-
nictwa konwencjonalnego nale»y odpowiednio zwi¦kszy¢ siªy oddziaªywa« paruj¡cych elektron-
fonon, czego mo»na dokona¢ przy pomocy zewn¦trznego pola elektrycznego, magnetycznego,
napr¦»e« strukturalnych lub domieszkowania [130, 131]. W roku 2012 zaproponowano istnienie
stanu nadprzewodz¡cego w pojedynczej warstwie grafenu domieszkowanej atomami wapnia (Tc

= 1,4 K)[2]. Nast¦pstwem tych doniesie« byªo do±wiadczalne uzyskanie stanu nadprzewodz¡-
cego w ukªadzie LiC6, o temperaturze krytycznej równej 5,9 K oraz w laminatach grafenowych
domieszkowanych wapniem z temperatur¡ przej±cia pomi¦dzy 4 K i 6,4 K [132, 133]. Acz-
kolwiek w ostatnim badaniu analizowano tak»e mo»liwo±¢ indukcji stanu nadprzewodz¡cego
w laminatach domieszkowanych litem, potasem oraz cezem, co doprowadziªo do negatywnych
rezultatów. Po analizie eksperymentalnej ukªadu LiC6, ukazaª si¦ artykuª sugeruj¡cy, i» me-
chanizm parowania w tej strukturze jest klasyczny, z temperatur¡ krytyczn¡ rz¦du 5,1�8,1 K
[134]. Autorzy powy»szego doniesienia wykorzystali do analizy teori¦ funkcjonaªu g¦sto±ci, uzu-
peªnion¡ o formalizm anizotropowych równa« Migdala-Eliashberga, co bardzo dobrze obrazuje,
jak odpowiednie podej±cie teoretyczne wspóªgra z otrzymywanymi wynikami eksperymental-
nymi. Nale»y zaznaczy¢, »e wspóªcze±nie niemal wszystkie rozwa»ania teoretyczne bazuj¡ na
podej±ciu metod DFT w tej dziedzinie nauki.

Stan nadprzewodz¡cy odkryto te» w systemach wielu warstw grafenowych: domieszkowa-
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nych potasem (Tc = 4,5 K) [4] i ukªadzie �kanapkowym� C6CaC6 (Tc = 6,8�8,1 K) [135] oraz
we wªóknach grafenowych o wysokiej precyzji domieszkowania wapniem (Tc = 11,3 K) [136].
W przypadku struktury C6CaC6, eksperyment dokonany w tym samym roku co analiza teore-
tyczna wykazaª temperatur¦ przej±cia równ¡ w przybli»eniu 4 K [137]. W tym samym ekspe-
rymencie nie uzyskano przej±cia fazowego w podwójnej warstwie grafenu z wtr¡ceniami atomu
litu (C6LiC6). W opozycji do tego rezultatu jest artykuª z 2014 roku, sugeruj¡cy indukowanie
si¦ stanu nadprzewodz¡cego w ukªadach grafenowo-litowych [138]. Wyniki eksperymentalne, jak
mo»na zauwa»y¢, cz¦sto potwierdzaj¡ teoretyczne rozwa»ania o mo»liwo±ci indukcji stanu nad-
przewodz¡cego w ukªadach grafenowych. Nale»y stwierdzi¢, i» domieszkowanie oraz sposób jego
rozmieszczenia ma znacz¡cy wpªyw na mechanizm parowania elektronów w ukªadach warstw
w¦gla.

Czysty grafen, ze wzgl¦du na zbyt sªabe oddziaªywania paruj¡ce elektrony, nie wykazuje
przej±cia w stan nadprzewodz¡cy w warunkach ci±nienia atmosferycznego. Nie oznacza to jed-
nak, »e ukªad stworzony z podwójnej warstwy w¦glowej, z odpowiedni¡ domieszk¡ pomi¦dzy
pªaszczyznami, nie zapewni odpowiednich do tego warunków. Do±wiadczalnie potwierdzono
wyst¦powanie zjawiska Meissnera-Ochsenfelda w ukªadzie dwóch warstw w¦glowych, pomi¦-
dzy którymi znajduj¡ si¦ atomy wapnia lub litu. Podobnie, nadprzewodnikiem jest struktura
utworzona z wielu warstw grafenu, pomi¦dzy którymi znajduj¡ si¦ atomy potasu. Oznacza
to, »e domieszkowanie mo»e by¢ efektywnym sposobem na zwi¦kszenie mo»liwo±ci indukcji
stanu nadprzewodz¡cego w ukªadach zbudowanych w oparciu o pªaszczyzny w¦glowe. Wyni-
ki jasno pokazuj¡, »e tego typu zmiany strukturalne maj¡ pozytywny wpªyw na wzmocnie-
nie oddziaªywa« sprz¦gaj¡cych elektrony systemu, co widoczne jest w zmianie jego struktury
elektronowo-fononowej. Bazuj¡c na powy»szym fakcie, w ramach niniejszej rozprawy przepro-
wadzono obliczenia umo»liwiaj¡ce uzyskanie obrazu oddziaªywa« pomi¦dzy elektronami i fono-
nami w ukªadach podwójnych warstw grafenu z wtr¡ceniem pierwiastka grupy I lub II ukªadu
okresowego. Pierwiastki domieszki dobrano w oparciu o dost¦pne wyniki bada« teoretycznych
i eksperymentalnych ze wzgl¦du na potencjalnie najwi¦kszy ich wpªyw na mo»liwo±¢ indukcji
stanu nadprzewodz¡cego grafenu. Wzór sumaryczny tej grupy ukªadów to: C6XC6, gdzie X jest
odpowiednim atomem pierwiastka potasu, wapnia, rubidu lub strontu.

Do oblicze« wykonywanych w programie QUANTUM ESPRESSO, przy u»yciu metod funk-
cjonaªu g¦sto±ci, wykorzystano pseudopotencjaªy zachowuj¡ce norm¦ z funkcjonaªami Exc przy-
bli»enia LDA. Dokªadno±¢ oblicze« i ich czas, zostaªa zoptymalizowana z energi¡ odci¦cia równ¡
60 Ry i maksymaln¡ g¦sto±ci¡ ªadunku na poziomie 240 Ry. Do oblicze« struktury elektronowej
zastosowano siatk¦ punktów k o rozmiarze 24×24×1, podczas gdy obliczenia struktury fono-
nowej przeprowadzono dla siatki punktów q o wymiarze 12×12×1, w schemacie Monkhorsta-
Packa.

Stosunek ilo±ci atomów w¦gla do atomów domieszki wynosi 12:1 w badanej grupie ukªa-
dów, z tego wzgl¦du ka»da komórka elementarna zawiera 13 atomów, poªo»onych w w¦zªach
sieci krystalicznej ukªadu heksagonalnego. Przeanalizowano dwie mo»liwo±ci schematu ich uªo-
»enia: gdy warstwy w¦glowe s¡ przesuni¦te tylko w kierunku normalnym do pªaszczyzn (AA)
lub gdy druga z nich jest dodatkowo przesuni¦ta o dªugo±¢ jednego wi¡zania wzgl¦dem pierwszej
(AB)*. W ka»dym z tych przypadków, atom domieszki umiejscowiony jest nad ±rodkiem pier-
±cienia w¦glowego warstwy pierwszej. Istotnym zatem b¦dzie parametr d, opisuj¡cy odlegªo±¢
mi¦dzypªaszczyznow¡ (atom wtr¡cenia b¦dzie si¦ zawsze znajdowaª dokªadnie pomi¦dzy dwie-

*Jeden atom pier±cienia w¦glowego buduj¡cego drug¡ pªaszczyzn¦ znajduje si¦ nad ±rodkiem (dziur¡)
pier±cienia pierwszej pªaszczyzny grafenu.
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ma pªaszczyznami grafenu), od którego b¦dzie zale»e¢ energia caªkowita ukªadu. Aby zadba¢
o brak wpªywu wielu pªaszczyzn C6XC6 podczas oblicze« programu numerycznego (ze wzgl¦-
du na translacj¦ komórki elementarnej w trzech ortogonalnych kierunkach) okre±lono odlegªo±¢
pomi¦dzy nimi na poziomie 18 Å.

Rysunek V.1: Schemat budowy ukªadu nale»¡cego do grupy analizowanych zwi¡zków o wzorze
sumarycznym C6XC6, w uªo»eniu AA.W cz¦±ci a) widok ogólny ukazuj¡cy orientacyjn¡ wielko±¢
ukªadu; b) rzut z góry daj¡cy wgl¡d w zag¦szczenie i rozmieszczenie atomów domieszki; c) rzut
z boku, przybli»aj¡cy odlegªo±¢ mi¦dzypªaszczyznow¡ d.

Rysunek V.2: Wykres energii caªkowitej badanych ukªadów w zale»no±ci od odlegªo±ci mi¦-
dzypªaszczyznowej. Skala energii jest unikalna dla ka»dego pierwiastka domieszki i odpowiada
kolorem skali po prawej stronie.
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Wyniki tego etapu oblicze« ukazuj¡ brak stabilno±ci struktur zbudowanych w schemacie
AB, niezale»nie od pierwiastka domieszki i odlegªo±ci d. Taki rezultat oznacza, »e te ukªady
�zycznie nie powinny móc utrzyma¢ swojej postaci w perspektywie czasu. Z tego wzgl¦du ich
analiza nie jest kontynuowana w dalszej cz¦±ci rozprawy. Schemat struktury reprezentuj¡cej
stabiln¡ grup¦ ukªadów (AA) zaprezentowany jest na rysunku V.1. Optymalna warto±¢ d mo»e
zosta¢ okre±lona z przebiegu krzywej energii caªkowitej ukªadu, która dla badanych struktur
zostaªa przedstawiona na rysunku V.2.

Minimaln¡ warto±¢ energii caªkowitej ukªady uzyskaªy dla odlegªo±ci mi¦dzypªaszczyznowej:
5,08, 4,46, 5,61 i 4,81 Å, odpowiednio dla domieszki o symbolu pierwiastka: K, Ca, Rb oraz
Sr. Liczby te mo»na porówna¢ do odlegªo±ci d otrzymanej dla podwójnej warstwy grafenu bez
wtr¡ce«, która wynosi 3,56 Å. Najni»sz¡ energi¡ cechuje si¦ podwójna pªaszczyzna grafenu
z domieszk¡ wapnia. Mo»na zauwa»y¢, »e trend warto±ci minimalnej energii caªkowitej jest
podobny do trendu promienia atomowego pierwiastka domieszki.

Struktura elektronowo-fononowa

Rysunek V.3 przedstawia wykresy g¦sto±ci stanów elektronowych (DOS) od energii przy
poziomie Fermiego (odpowiada ona warto±ci 0 eV) otrzymanych dla badanych ukªadów.

Rysunek V.3: Otrzymane przebiegi funkcji g¦sto±ci stanów elektronowych w pobli»u energii
Fermiego (ϵF = 0) ukªadów domieszkowanych (czarna, ci¡gªa linia) oraz odpowiadaj¡cych im
podwójnych warstw grafenu przy braku atomów wtr¡ce«, z zachowaniem odlegªo±ci mi¦dzy-
pªaszczyznowej (czerwona, ci¡gªa linia). Przerywan¡ lini¡ zaznaczona jest suma przebiegu war-
to±ci g¦sto±ci stanów elektronowych (Integrated DOS) w zale»no±ci od energii.
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Przedstawione wykresy porównane s¡ z warto±ciami g¦sto±ci stanów elektronowych podwójnych
warstw grafenowych bez atomu wtr¡cenia, przy zachowaniu odlegªo±ci d. Rzecz¡ szczególnie
zauwa»aln¡ jest podobie«stwo tych przebiegów, co daje informacje o tym, »e domieszka tylko
nieznacznie wpªywa na ksztaªt przebiegu pasm dyspersji elektronowych. Obok tego, zaobserwo-
wa¢ mo»na bardzo znacz¡ce przesuni¦cie zerowej przerwy energetycznej, charakterystycznej dla
ukªadów czystego grafenu w zakres ni»szych energii. Ze wzgl¦du na posiadanie niezerowej g¦sto-
±ci stanów elektronowych w pobli»u energii Fermiego, wszystkie materiaªy domieszkowane staªy
si¦ przewodnikami. Jest to spodziewane zjawisko, którego wpªyw mo»na porówna¢ z wynikami
otrzymywanymi dla domieszkowania defektami sieci [139]. Analizuj¡c proces szczegóªowo, mo»-
na zauwa»y¢ lokalne minimum g¦sto±ci stanów na powierzchni Fermiego w przypadku domiesz-
kowania wapniem oraz strontem, podczas gdy dla dwóch pozostaªych struktur poziom Fermie-
go odpowiada lokalnemu maksimum. Wiedz¡c, »e ilo±¢ dost¦pnych stanów elektronowych przy
powierzchni Fermiego ma bezpo±redni wpªyw na ilo±¢ elektronów w kondensacie bozonowym
stanu nadprzewodz¡cego, mo»na wysnu¢ predykcj¦ o jako±ciowo lepszych wªa±ciwo±ciach stanu
nadprzewodz¡cego struktury z domieszk¡ potasu lub rubidu. Podobne podobie«stwo obserwo-
wane dla pierwiastków domieszki, wedªug poszczególnych grup ukªadu okresowego wyst¦puje
w przebiegu caªki g¦sto±ci stanów elektronowych. Na tej podstawie mo»na zaªo»y¢, »e wpªyw
domieszki wapnia b¦dzie co najmniej zbli»ony do wpªywu domieszki strontu oraz analogicznie:
wtr¡cenia potasu do wtr¡ce« rubidu.

Rysunek V.4: Naniesione we wspólnym ukªadzie wykresy: funkcji fononowej g¦sto±ci sta-
nów (krzywa PhDOS, o zacieniowanym polu), funkcji spektralnej (α2F (ω), czarna linia),
funkcji sprz¦»enia elektron-fonon (λ(ω), przerywana, czerwona linia), daj¡ce obraz struktu-
ry elektronowo-fononowej badanych ukªadów.
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Dalsze obliczenia doprowadziªy do obrazu struktury fononowej domieszkowanych ukªadów.
Rysunek V.4 zawiera przebieg funkcji g¦sto±ci stanów fononowych (PhDOS) w zale»no±ci od
cz¦sto±ci ω otrzymany dla wszystkich stabilnych, domieszkowanych warstw. Na powy»szym ry-
sunku wykre±lono tak»e uzyskany ksztaªt funkcji spektralnej Eliashberga α2F (ω) informuj¡cej
o rozkªadzie cz¦stotliwo±ciowym oddziaªywa« oraz funkcj¦ λ(ω) opisuj¡c¡ energi¦ oddziaªywa«
paruj¡cych (elektron-fonon). Na wst¦pie, nale»y podkre±li¢ brak istnienia stanów fononowych
o ujemnych cz¦sto±ciach w ka»dym z analizowanych przypadków. Wyst¦powanie takich stanów
fononowych wi¡zaªoby si¦ z dynamiczn¡ niestabilno±ci¡ struktury. W odró»nieniu do stabilno±ci
strukturalnej, uzyskanej po relaksacji ukªadu, stabilno±¢ dynamiczna oznacza zdolno±¢ ukªadu
do utrzymania swojej struktury, pomimo drga« w nim wyst¦puj¡cych (na przykªad pod wpªy-
wem temperatury). Wykres g¦sto±ci stanów fononowych daje informacje o ilo±ci mo»liwych do
zaj¦cia przez fonon stanów energetycznych w pierwszej stre�e Brillouina. Zdecydowane ró»nice
w ksztaªcie funkcji PhDOS mo»na zauwa»y¢ dla wysokich cz¦stotliwo±ci. W tym przedziale
mo»na ªatwo si¦ doszuka¢ odwrotnego trendu promienia atomowego domieszki, z najwi¦kszy-
mi warto±ciami otrzymywanymi dla ukªadu C6CaC6. W jego przypadku obserwuje si¦ tak»e
wyst¦powanie zwi¦kszonej ilo±ci stanów fononowych w przedziale cz¦sto±ci od 25 do 50 meV,
ma to szczególnie widoczny wpªyw w warto±¢ funkcji α2F . Ksztaªt krzywej funkcji spektralnej
otrzymany dla domieszki potasem jest bardzo podobny w porównaniu do niemal dwukrotnie
mniejszych warto±ci otrzymanych dla domieszki rubidem. Jednak»e wzrost funkcji staªej sprz¦-
»enia elektron-fonon λ jest najwi¦kszy dla najmniejszych cz¦sto±ci*, przez co ukªad C6KC6

cechuje si¦ jego mniejsz¡ warto±ci¡ po scaªkowaniu wzgl¦dem wszystkich cz¦sto±ci, podobnie
jak C6SrC6. Ukªad C6CaC6 dominuje nad pozostaªymi z warto±ci¡ λ = 1,16, podczas gdy jej
liczba wynosi 0,86, 0,93 i 0,85 odpowiednio dla C6KC6, C6RbC6 i C6SrC6. Zatem wszystkie
analizowane struktury mo»na zaliczy¢ do ukªadów silnosprz¦»eniowych (λ ≈ 1), wymagaj¡cych
wykorzystania formalizmu równa« Eliashberga do poprawnej analizy wªasno±ci termodynamicz-
nych stanu nadprzewodz¡cego.

Termodynamika stanu nadprzewodz¡cego

Wykorzystuj¡c formalizm równa« Eliashberga uzyskano przebieg funkcji nadprzewodz¡-
cej przerwy energetycznej ∆m=1 oraz funkcji wspóªczynnika renormalizuj¡cego funkcj¦ falow¡
Zm=1 dla pierwszej cz¦sto±ci Matsubary. W obliczeniach wykorzystano powszechnie stosowa-
n¡ warto±¢ pseudopotencjaªu kulombowskiego µ⋆ = 0,15 [131]. Funkcja zrenormalizowanego
parametru porz¡dku widoczna w cz¦±ci a) rysunku V.5 ma decyduj¡cy wpªyw na wªa±ciwo±ci
termodynamiczne stanu nadprzewodz¡cego i daje informacje o stabilno±ci tej fazy w zale»no±ci
od temperatury. Oznacza to, »e miejsce jej zaniku b¦dzie okre±la¢ temperatur¦ krytyczn¡.

*Zgodnie z relacj¡: λ(ω) = 2
∫ ω

0
α2F (ω)

ω .
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Rysunek V.5: Zebrane warto±ci funkcji zrenormalizowanego paramteru porz¡dku ∆ w cz¦±ci
a) oraz funkcji czynnika renormalizuj¡cego funkcj¦ falow¡ Z w cz¦±ci b), otrzymane z oblicze«
w przestrzeni zespolonej dla pierwszej cz¦sto±ci Matsubary m = 1. Przerywane linie odpowied-
niego koloru oznaczaj¡ warto±ci interpolowane (równe s¡ warto±ci funkcji w temperaturze 2 K)
ze wzgl¦du na spadek precyzji oblicze« w pobli»u temperatury 1 K.

Przebieg warto±ci nadprzewodz¡cej przerwy energetycznej ∆ w cz¦±ci a) jednoznacznie ukazuje
wy»szo±¢ ukªadu C6CaC6 nad pozostaªymi pod wzgl¦dem stabilno±ci par Coopera i tempera-
tury, w której one si¦ tworz¡. Niezerowe warto±ci tej funkcji oznaczaj¡, »e ka»dy ukªad umo»-
liwia przej±cie fazowe do stanu o zerowym oporze elektrycznym, wykazuj¡c tym samym, »e
domieszkowanie ma wpªyw na mo»liwo±¢ indukcji stanu nadprzewodz¡cego. Cz¦±¢ b) rysunku
V.5 przedstawia wykres funkcji czynnika renormalizuj¡cego funkcj¦ falow¡, która opisuje zacho-
wanie si¦ masy efektywnej elektronu m⋆

e w nadprzewodniku, poprzez relacj¦ m⋆
e = Zm=1 me,

gdzie me jest mas¡ elektronu w pa±mie przewodzenia. Funkcja ta pozwala prze±ledzi¢ zmian¦
energii par Coopera poni»ej temperatury krytycznej. Zaskakuj¡cy � w odniesieniu do warto±ci
λ � jest najmniejszy wynik temperatury przej±cia w przypadku ukªadu C6RbC6, którego sta-
ªa sprz¦»enia elektron-fonon jest wi¦ksza ni» dla struktur C6KC6 i C6SrC6. Wyja±nienia tego
zagadnienia mo»na si¦ doszuka¢ w przebiegu funkcji Zm=1. Najszybsza jej zmiana wyst¦puje
wªa±nie dla ukªadu domieszkowanego rubidem, w wyniku czego system wymaga proporcjonalnie
wi¦cej energii do utrzymania stanu nadprzewodz¡cego blisko temperatury przej±cia. Ponadto,
w porównaniu do struktur C6KC6 i C6SrC6, czynnik renormalizuj¡cy funkcj¦ falow¡ ukªadu
C6RbC6 przyjmuje zdecydowanie wi¦ksze liczby w caªym przebiegu wzgl¦dem temperatury.

Wedªug podej±cia P. Allena i R. Dynesa, warto±¢ funkcji czynnika renormalizuj¡cego funkcj¦
falow¡ mo»na przybli»y¢ relacj¡ Zm = 1+λ, co daje nast¦puj¡ce rezultaty: 1,86; 2,16; 1,93 oraz
1,85 dla odpowiednio domieszki: K, Ca, Rb i Sr. Bior¡c pod uwag¦ najwi¦ksze warto±ci funkcji
Zm=1 otrzymano liczby: 1,86; 2,18; 1,93 i 1,85 dla odpowiadaj¡cych im struktur. Oznacza
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to, »e w przypadku domieszkowanych ukªadów dwuwymiarowych mo»na z du»¡ dokªadno±ci¡
aproksymowa¢ powy»sza relacj¡ najwy»sz¡ warto±¢ czynnika renormalizuj¡cego funkcj¦ falow¡.

Pami¦taj¡c o tym, »e s¡ to niepeªne wyniki, ze wzgl¦du na reprezentacj¦ tylko pierwszej cz¦-
sto±ci Matsubary (m = 1), nale»y okre±li¢ rzeczywist¡ nadprzewodz¡c¡ przerw¦ energetyczn¡
∆(0), która jest potrzebna do wyznaczenia staªej R∆. Aby tego dokona¢ potrzebne s¡ wyniki
otrzymane przy wykorzystaniu równa« Eliashberga w reprezentacji mieszanej. Przebieg cz¦±ci
rzeczywistej i cz¦±ci urojonej funkcji przerwy energetycznej dla zerowej temperatury w zale»-
no±ci od cz¦sto±ci Matsubary ukazany jest na rysunku V.6.

Rysunek V.6: Otrzymane wyniki dla badanych ukªadów, od lewej strony: przebiegi cz¦±ci rze-
czywistej (czarna linia) oraz cz¦±ci urojonej (czerwona, przerywana linia) funkcji parametru
porz¡dku ∆(ω, 0) dla wszystkich cz¦sto±ci Matsubary w temperaturze 0 K i obok nich: prze-
bieg rzeczywistej funkcji przerwy energetycznej ∆(0, T ) w zale»no±ci od temperatury (czarna
krzywa z naniesionymi punktami).
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Wykresy funkcji ∆(ω, 0) pomagaj¡ potwierdzi¢ poprawno±¢ oblicze« ze wzgl¦du na zerowe war-
to±ci urojonej cz¦±ci tej funkcji dla najni»szych cz¦sto±ci (ω ≈ 1). Gwarantuje to stabilno±¢
fazy nadprzewodz¡cej w temperaturze 0 K. Funkcja rzeczywistych warto±ci nadprzewodz¡cej
przerwy energetycznej, wyznaczona wedªug relacji (IV.27), reprezentuje liczby, które mog¡ zo-
sta¢ porównane z wynikami otrzymanymi na drodze eksperymentalnej. Na tym etapie zestawi¢
b¦dzie mo»na wyniki temperatur krytycznych otrzymanych w badaniu z warto±ciami uzyska-
nymi przy pomocy formuªy Allena-Dynesa IV.28. Nale»y podkre±li¢, i» podej±cie wedªug tej
formuªy ogranicza si¦ do poprawnego okre±lenia temperatury przej±cia tylko w w¡skim gronie
nadprzewodników, w których oddziaªywania silno-sprz¦»eniowe nie odgrywaj¡ znacz¡cej roli.
Wszystkie wa»niejsze wielko±ci, okre±lone do tego momentu badania, zostaªy zaprezentowane
w tabeli V.1.

Tabela V.1: Zebrane warto±ci staªej sprz¦»enia elektron-fonon (λ), temperatury krytycznej
otrzymanej w badaniu (Tc), temperatury krytycznej uzyskanej przy u»yciu formuªy Allena-
Dynesa (TAD

c ), rzeczywistej przerwy nadprzewodz¡cej (∆(0)) oraz wspóªczynnika R∆, otrzy-
mane podczas analizy termodynamiki stanu nadprzewodz¡cego badanych ukªadów.

λ Tc (K) TAD
c (K) ∆(0) (meV) R∆

C6KC6 0,86 8,67 8,25 1,42 3,80
C6CaC6 1,18 14,56 14,00 2,56 4,08
C6RbC6 0,93 5,47 4,75 0,91 3,86
C6SrC6 0,85 8,74 8,14 1,43 3,80

Obok znacz¡co przewy»szaj¡cej, wzgl¦dem reszty struktur, warto±ci λ oraz Tc ukªadu domiesz-
kowanego wapniem, mo»na zauwa»y¢, »e w ka»dym przypadku wspóªczynnik R∆ przekracza
warto±¢ otrzymywan¡ w ramach formalizmu teorii BCS. Jest to jasny sygnaª, »e mamy do czy-
nienia ze strukturami, w których efekty silnosprz¦»eniowe i retardacyjne peªni¡ istotn¡ rol¦.
Z drugiej strony, formuªa Allena-Dynesa wyznacza temperatury na bardzo podobnym pozio-
mie, jak podej±cie formalizmu równa« Eliashberga. Niemniej temperatury krytyczne obliczone
w sposób analityczny s¡ wyra¹nie niedoszacowane w stosunku do rezultatów otrzymanych na
drodze numerycznej.

Najwy»sza numeryczna warto±¢ temperatury krytycznej uzyskana dla ukªadu C6CaC6 wy-
nosi 14,56 K. Wynik ten mo»na porówna¢ z otrzymanymi eksperymentalnie warto±ciami. W ro-
ku 2005 dwie grupy badawcze, pod przewodnictwem N. Emery'ego oraz T. Wellera, uzyskaªy
stan nadprzewodz¡cy ukªadu trójwymiarowego opartego na gra�cie z wtr¡conymi atomami
wapnia (wzór sumaryczny: CaC6) w temperaturze 11,5 K [140, 141]. W przypadku podwójnej
warstwy grafenu domieszkowanego wapniem, zbudowanej na pªaszczy¹nie z w¦glika krzemu,
nadprzewodnictwo zostaªo potwierdzone w 2016 roku przez grup¦ S. Ichinokury poni»ej tempe-
ratury 4 K [137]. Stanowi to o mo»liwych trudno±ciach uzyskania odpowiedniej próbki do bada«
do±wiadczalnych pod wzgl¦dem dokªadno±ci koncentracji i rozmieszczenia atomów domieszki.
Potwierdzeniem tego zaªo»enia mo»e by¢ artykuª grupy Y. Liu, która wytworzyªa nadprzewo-
dz¡ce wªókna grafenowe o wysokiej dokªadno±ci przy domieszkowaniu wapniem z temperatur¡
przej±cia równ¡ 11,3 K [136]. Aczkolwiek, wyniki staªej sprz¦»enia elektron-fonon znacz¡co ró»-
ni¡ si¦ od warto±ci otrzymanych podobn¡ drog¡ teoretyczn¡ przez grup¦ E. Margine, która
uzyskaªa temperatur¦ przej±cia równ¡ 8,1 K (λ = 0,71) [135]. Ta ró»nica mo»e wynika¢ z odle-
gªo±ci mi¦dzywarstwowej, która wedªug powy»szych autorów powinna wynie±¢ 4,50 Å, podczas
gdy obliczenia dokonane w prezentowanej rozprawie prowadz¡ do warto±ci 4,46 Å(dla schematu
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AA).
Nale»y wspomnie¢ tak»e o tym, »e wykorzystany formalizm Eliashberga zakªada warto±¢

iloczynu λωD/ϵF równ¡ lub blisk¡ 0, gdzie ϵF jest energi¡ na powierzchni Fermiego. W momen-
cie, gdy warto±¢ tego iloczynu odbiega od zera nale»y dokona¢ zmiany formalizmu i wprowadzi¢
poprawki wierzchoªkowe (ang. vertex correction) najni»szego rz¦du, rezygnuj¡c z przybli»enia
adiabatycznego [122, 121, 142, 143, 144]. Warto±ci powy»szego iloczynu zostaªy zebrane w tabeli
V.2 obok wyników: temperatury krytycznej, charakterystycznej cz¦sto±ci fononowej, przerwy
energetycznej oraz wspóªczynnika R∆ otrzymanych w ramach formalizmu uwzgl¦dniaj¡cego
rzeczone poprawki.

Tabela V.2: Zestawienie wyników wielko±ci termodynamicznych uzyskanych przy wykorzysta-
niu formalizmu równa« Eliashberga z poprawkami wierzchoªkowymi najni»szego rz¦du. Obok
nich przedstawiono tak»e wyniki uzyskane podczas kalkulacji wspóªczynnika adiabatycznego
(λωD/ϵF ) i charakterystycznej cz¦sto±ci fononowej (ωln).

Tc (K) λωD/ϵF ωln(meV) ∆(0) (meV) R∆

C6KC6 8,2 0,079 2,44 1,38 3,91
C6CaC6 14,0 0,081 15,80 2,46 4,08
C6RbC6 5,5 0,093 1,27 0,87 3,67
C6SrC6 8,5 0,062 2,50 1,41 3,85

Jak mo»na zauwa»y¢ w tabeli V.2, poprawki wierzchoªkowe w przypadku badanych, dwuwy-
miarowych ukªadów maj¡ niewielki wpªyw na wielko±ci termodynamiczne stanu nadprzewo-
dz¡cego. Warty uwagi jest fakt zmniejszenia temperatury krytycznych i warto±ci ∆(0) w przy-
padku wszystkich ukªadów z wyj¡tkiem C6RbC6, czyli struktury o najsªabszych wªasno±ciach
nadprzewodz¡cych. Przekªada si¦ to na niejednorodny wpªyw tego parametru na warto±¢ sta-
ªej R∆ jednak»e znacz¡co jej nie zmieniaj¡c. Tabela V.2 zawiera tak»e informacje o logaryt-
micznej cz¦sto±ci fononowej ωln, która obok warto±ci λ charakteryzuje potencjaª oddziaªywa«
silno-sprz¦»eniowych stanu nadprzewodz¡cego. Warto podkre±li¢ wyst¦powanie bardzo wyso-
kiej warto±ci tej funkcji w przypadku ukªadu charakteryzuj¡cego si¦ najwy»sz¡ temperatur¡
krytyczn¡ � podwójnej warstwy w¦glowej domieszkowanej wapniem.

Rysunek V.7: Wykre±lone warto±ci ró»nicy energii swobodnych (pomi¦dzy stanem nadprzewo-
dz¡cym i stanem normalnym), uzyskanych dla domieszkowanych ukªadów.
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Kolejnym krokiem analizy byªy obliczenia ró»nicy energii swobodnej, zgodnie z relacj¡
(IV.29). Znormalizowane warto±ci uzyskane dla funkcji ∆F (T ) zostaªy wykre±lone na rysunku
V.7 wzgl¦dem zerowych warto±ci funkcji w stanie normalnym. Trend przebiegu funkcji przerwy
energetycznej dla pierwszej cz¦sto±ci Matsubary powtarza si¦ wprost w ksztaªcie funkcji ∆F .
Najwi¦ksz¡ energi¡ swobodn¡ cechuje si¦ ukªad domieszkowany wapniem, co powinno pozwoli¢
na uzyskanie stanu nadprzewodz¡cego o najwi¦kszym stopniu termodynamicznej stabilno±ci. Z
drugiej strony, najmniejsz¡ warto±ci¡ cechuje si¦ ukªad z wtr¡conymi atomami rubidu pomi¦-
dzy warstwy grafenu. Dla tej struktury warto±¢ ∆F (0) jest trzy razy mniejsza ni» dla ukªadów
C6KC6 i C6SrC6 oraz ponad dziesi¦¢ razy mniejsza ni» ukªadu C6CaC6. Zauwa»y¢ mo»na tak-
»e niemal caªkowity brak rozró»nialno±ci przebiegu tej funkcji dla ukªadów domieszkowanych
strontem i potasem, dla których przebieg czynnika renormalizuj¡cego funkcj¦ falow¡ jest od-
mienny.

Rysunek V.8: Przebieg funkcji ró»nicy ciepªa wªa±ciwego pomi¦dzy stanem normalnym a sta-
nem nadprzewodz¡cym z widocznym charakterystycznym skokiem w temperaturze krytycznej,
otrzymanych dla ka»dego przypadku domieszkowania. Czarn¡ lini¡ zaznaczona jest warto±¢ cie-
pªa wªa±ciwego stanu normalnego w danej temperaturze (∆C = 0).

Rysunek V.8 przedstawia wykres ró»nicy ciepªa wªa±ciwego w funkcji temperatury na po-
ziomie Fermiego z widocznym charakterystycznym skokiem w temperaturze krytycznej. Trend
punktów jest taki sam jak w przypadku ró»nicy energii swobodnej. Najwi¦kszy skok ciepªa wªa-
±ciwego (obserwowany w temperaturze krytycznej) objawia si¦ w przypadku ukªadu domiesz-
kowanego wapniem, podczas gdy najmniejsz¡ warto±¢ otrzymano dla domieszkowanej rubidem,
podwójnej warstwy grafenu. W przypadku tego ukªadu zaobserwowa¢ mo»na niewiele mniejszy
skok funkcji ∆C w porównaniu do struktur C6SrC6 oraz C6KC6.
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Rysunek V.9: Zestawione przebiegi funkcji termodynamicznego pola krytycznego w zale»no±ci
od temperatury badanych ukªadów C6KC6, C6CaC6, C6RbC6 i C6SrC6.

Aby okre±li¢ wspóªczynniki wynikaj¡ce z teorii BCS (R∆, RC i RH) nale»y wyznaczy¢ tak»e
warto±ci termodynamicznego pola krytycznego w zale»no±ci od temperatury. Funkcj¦ t¦ mo»na
prze±ledzi¢ na rysunku V.9, z którego wynika, »e dzi¦ki domieszkowaniu podwójnej warstwy
wapniem, stan nadprzewodz¡cy mo»e utrzyma¢ pole magnetyczne o nawet trzykrotnie wi¦kszym
potencjale ni» odpowiednik domieszkowany rubidem. Wykres ten ukazuje jak bardzo domieszka
ma wpªyw na zwi¦kszenie warto±ci pola magnetycznego potrzebnego do zerwania stanu nad-
przewodz¡cego. Z termodynamicznego punktu widzenia dalej mamy do czynienia ze stabilno±ci¡
podobn¡ do ukazanej wykresami ró»nicy energii swobodnej. Mo»na to wytªumaczy¢ sko«czon¡
ilo±ci¡ energii, która mo»e by¢ przekazana na wypchni¦cie linii siª pola magnetycznego przez
kondensat par Coopera.

Tabela V.3: Zestawione warto±ci wspóªczynników termodynamicznych teorii BCS uzyskanych
podczas oblicze« bez poprawek wierzchoªkowych.

R∆ RC RH

C6KC6 3,80 1,56 0,155
C6CaC6 4,08 2,01 0,151
C6RbC6 3,86 1,74 0,160
C6SrC6 3,80 1,45 0,154
BCS 3,53 1,43 0,168

W tabeli V.3 zestawiono wyniki staªych wspóªczynników teorii BCS, umo»liwiaj¡cych ocen¦
wykorzystania jej formalizmu do okre±lenia wªasno±ci termodynamicznych stanu nadprzewodz¡-
cego w badanych strukturach dwuwymiarowych. Uzyskane warto±ci wykazuj¡ du»¡ rozbie»no±¢
w porównaniu do przewidywa« teorii BCS dla ka»dego z badanych ukªadów. Najwi¦ksz¡ ró»ni-
c¦ mo»na zanotowa¢ w przypadku domieszkowania wapniem, które gwarantuje najstabilniejszy
termodynamicznie stan nadprzewodz¡cy. Interesuj¡cy jest fakt, i» interkalacja atomami rubidu
posiada warto±ci R∆ oraz RC wi¦ksze ni» w przypadku domieszki potasem i strontem. Zwi¡za-
ne jest to z szybciej malej¡c¡ funkcj¡ przerwy energetycznej (lub szybszym wzrostem warto±ci
Zm=1 w pobli»u temperatury przej±cia) oraz szybszym przyrostem funkcji ∆C.
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Rysunek V.10: Wykre±lone funkcje ró»nicy entropii (wzgl¦dem stanu normalnego, dla którego
warto±¢ funkcji wynosi 0) badanych ukªadów podwójnych warstw grafenu.

Na rysunku V.10 zaprezentowano wyniki oblicze« ró»nicy entropii dla analizowanych do-
mieszkowanych podwójnych warstw grafenu. Podobnie jak w przypadku pozostaªych wªasno±ci
termodynamicznych mo»na stwierdzi¢, »e najwi¦ksz¡ ró»nic¡ entropii cechuje si¦ ukªad do-
mieszkowany wapniem. To znaczy, »e w jego przypadku kondensat elektronowy uzyskaª stan
o zdecydowanie wi¦kszym porz¡dku w porównaniu do stanu normalnego.

Rysunek V.11: Wykres funkcji kwadratu zredukowanej Londonowskiej gª¦boko±ci wnikania
wzgl¦dem zredukowanej temperatury naniesionych we wspólnym ukªadzie z krzyw¡ uzyska-
n¡ w ramach teorii BCS.

Obok wyznaczonych funkcji ró»nicy: energii swobodnej, skoku ciepªa wªa±ciwego i entropii
oraz funkcji termodynamicznego pola krytycznego, dzi¦ki wykorzystaniu formalizmu Eliashber-
ga, okre±lono przebieg funkcji opisuj¡cej Londonowsk¡ gª¦boko±¢ wnikania λL. Standardowym
procesem wizualizacji tych wyników jest wykre±lenie zale»no±ci (λL(0)/λL(T ))2 w funkcji zre-
dukowanej temperatury T/Tc, co umo»liwia porównanie z teori¡ BCS. Otrzymane wyniki dla
ukªadów grupy C6XC6 zostaªy zaprezentowane na rysunku V.11. W ka»dym przypadku zaob-
serwowa¢ mo»na mniejsze warto±ci tej funkcji, w porównaniu do przewidywa« teorii Bardeena-
Coopera-Schrie�era. Odchylenie warto±ci jest tym wi¦ksze im wspóªczynnik Tc/ωln oddala si¦
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od 0, co oznacza, »e wszystkie struktury powinny mie¢ podobn¡ warto±¢ tego parametru. Funk-
cja uzyskana dla struktury domieszkowanej atomami wapnia le»y najbli»ej przewidywa« teorii
BCS, gdy kolejn¡ jest ta, która zostaªa otrzymana dla ukªadu domieszkowanego rubidem. Sta-
nowi to wskazówk¦, »e na gª¦boko±¢ penetracji najwi¦kszy wpªyw mo»e mie¢ wspóªczynnik
renormalizuj¡cy funkcj¦ falow¡. Wykres zale»no±ci (λL(0)/λL(T ))2 jest kolejnym dowodem na
znaczn¡ rozbie»no±¢ wyników wzgl¦dem przewidywa« teorii BCS. Przyjmuje si¦, »e szczególnie
silne efekty paruj¡ce wyst¦puj¡ w ukªadzie o warto±ci parametru Tc/ωln wi¦kszej ni» 0,25; ma-
my wtedy do czynienia z niekonwencjonalnym mechanizmem parowania [145]. Jego warto±ci,
mo»liwe do policzenia z wyników poprzednich oblicze«, zostaªy zawarte w tabeli (V.4) obok
maksymalnej warto±ci Londonowskiej gª¦boko±ci wnikania λL(0).

Tabela V.4: Zestawione warto±ci Londonowskiej gª¦boko±ci wnikania w temperaturze 0 K oraz
wspóªczynnika opisuj¡cego siª¦ oddziaªywa« sprz¦»eniowych (Tc/ωln).

λL(0) (a.u) Tc/ωln

C6KC6 1,66 0,038
C6CaC6 1,79 0,087
C6RbC6 1,69 0,046
C6SrC6 1,66 0,037

Wspóªczynnik Tc/ωln jest wyznacznikiem siªy parowania elektronów. Zebrane w tabeli V.4
wyniki znajduj¡ si¦ w przedziale, dla którego obserwuje si¦ szczególnie powi¦kszony skok ciepªa
wªa±ciwego ∆C [145]. Paradoksalnie, pomimo najwi¦kszej stabilno±ci stanu nadprzewodz¡cego
ukªadu C6CaC6, we wn¦trzu tego zwi¡zku pole magnetyczne powinno by¢ najmniej osªabiane
w porównaniu do pozostaªych struktur.

V.2 Domieszkowane pojedyncze warstwy grafenu XC6

oraz XC8

Na podstawie wiedzy dotycz¡cej mo»liwo±ci zwi¦kszenia potencjaªu oddziaªywa« elektron-
fonon ukªadu dwuwymiarowego poprzez domieszkowanie atomami pierwiastków grupy I i II
ukªadu okresowego, przeanalizowano struktur¦ elektronowo-fononow¡ pojedynczej warstwy gra-
fenu z naniesion¡ domieszk¡ tych samych pierwiastków w ró»nych koncentracjach. Dokonano
oblicze« analogicznych do poprzedniego badania pomimo mniej obiecuj¡cych wyników uzyska-
nych przez inne grupy badawcze, zwi¡zanych z nisk¡ temperatur¡ krytyczn¡ [132] lub caªkowi-
tym brakiem przej±cia fazowego, porównuj¡c do ukªadów skªadaj¡cych si¦ z podwójnych warstw
[137, 135]. Motywacj¡, obok wcze±niej przedstawionych wyników ukazuj¡cych domieszkowanie
pierwiastkami odpowiednio, potasu, wapnia, rubidu oraz strontu jako drog¦ do stworzenia nad-
przewodników grafenowych, jest zdecydowanie prostsza pod wzgl¦dem technologicznym mo»-
liwo±¢ syntezy materiaªów pojedynczej warstwy grafenu z domieszk¡. Przeanalizowano ukªady
zawarte w dwóch grupach, których wzór sumaryczny to XCn, gdzie X to atom: K, Ca, Rb lub
Sr, a n = 6 lub 8. Wzi¦to zatem pod uwag¦ mo»liwo±¢ syntezy ukªadów, dla których komórka
elementarna skªada si¦ z jednego atomu metalu X oraz odpowiednio 6 lub 8 atomów w¦gla.
Schematy tych warstw zaprezentowano na rysunku V.12. W ka»dym z przypadków, atom do-
mieszki znajduje si¦ nad wn¦k¡ (lub dziur¡, ang. hole) tworzon¡ przez pier±cie« w¦glowy.
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Rysunek V.12: Schemat poªo»enia atomów struktury XC6 (cz¦±¢ a)) i XC8 (cz¦±¢ b)) w heksa-
gonalnym ukªadzie krystalogra�cznym.

Wszystkie obliczenia zostaªy przeprowadzone przy u»yciu pseudopotencjaªu wykorzystuj¡-
cego wzmocnione projektorowe fale pªaskie (PAW) do opisu funkcji falowej, w przybli»eniu
uogólnionego gradientu (GGA) metody PBE. Jest to metoda modelowania energii oddziaªy-
wa« korelacyjno-wymiennych, której nazwa pochodzi od pierwszych liter nazwisk autorów: J.
Perdew, K. Burke i M. Ernzerhof [146]. Wyniki testów przeprowadzone na tych pseudopotencja-
ªach wykazaªy potrzeb¦ ustalenia energii odci¦cia na poziomie 60 Ry, podczas gdy maksymalna
g¦sto±¢ ªadunku odpowiada energii 240 Ry. W celu wyznaczenia struktury pasmowej wykorzy-
stano siatk¦ punktów k o wymiarze 36×36×1, jednorodnie rozmieszczonych w pierwszej stre�e
Brillouina wedªug schematu MP. Obliczenia fononowej relacji dyspersji wzgl¦dem wektorów
falowych przeprowadzono na siatce punktów q o rozmiarze 6×6×1 przy wykorzystaniu metod
DFPT [111, 112]. Aby mie¢ pewno±¢, »e podczas oblicze« nie wyst¦puj¡ efekty oddziaªywa«
jednej warstwy na drug¡, powi¦kszono komórk¦ elementarn¡ w kierunku z, prostopadªym do
pªaszczyzny, do rozmiaru 20 Å.

Tabela V.5: Wyniki oblicze« minimalizacji energii ukªadu podczas relaksacji struktury, która
zostaªa uzyskana dla staªej sieciowej a, przy odlegªo±ci domieszki od pªaszczyzny grafenu h dla
badanych grup zwi¡zków oraz czystego grafenu.

Ukªad a (Å) h (Å) Eb (eV) Ukªad a (Å) h (Å) Eb (eV)
C6 4,26 - - C8 4,92 - -
KC6 4,292 2,966 0,23 KC8 4,948 2,935 0,28
CaC6 4,292 2,351 0,55 CaC8 4,953 2,271 0,66
RbC6 4,298 3,077 0,28 RbC8 4,949 3,089 0,30
SrC6 4,298 2,549 0,57 SrC8 4,954 2,439 0,61

Wyniki relaksacji struktur, w postaci: staªej sieci a oraz odlegªo±ci domieszki od pªaszczy-
zny grafenu h, zostaªy zebrane w tabeli V.5. Sam proces minimalizacji energii zostaª dokonany
w oparciu o kwazi-Newtonowski algorytm BFGS [147, 148, 149, 150, 151]. Rezultaty ukazuj¡
niewielki i niemal identyczny wzrost staªej sieciowej komórki, dzi¦ki domieszkowaniu, w gru-
pie XC6. Podobna sytuacja obserwowana jest w strukturach XC8 z niewielkimi odchyleniami
warto±ci staªej sieci a, w zale»no±ci od pierwiastka domieszki. Ponadto domieszka w grupie
XC8 znajduje si¦ w bli»szym s¡siedztwie pªaszczyzny grafenu w porównaniu do bardziej upa-
kowanych reprezentantów grupy XC6, ze wzgl¦du na wi¦ksz¡ mo»liwo±¢ rozprowadzenia siª
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wzgl¦dem wi¡za« z dalszymi atomami. Trend odlegªo±ci domieszki od pªaszczyzny (d) pod¡»a
±ladem promienia atomowego, tak samo jak w przypadku podwójnej warstwy grafenu z po-
przedniego badania. Odlegªo±¢ atomu domieszki od pªaszczyzny grafenu ma decyduj¡cy wpªyw
na energi¦ wi¡zania Eb pomi¦dzy nimi, wi¦c tak»e na trudno±¢ otrzymywania �zycznej struk-
tury i jej stabilno±¢. Najmniejsz¡ energi¡ caªkowit¡ b¦dzie si¦ cechowaª ukªad o najwi¦kszej
energii wi¡zania. Mo»na j¡ okre±li¢ przy wykorzystaniu relacji Eb = EC +EX −EXC , gdzie EC

jest energi¡ komórki XCn bez atomów domieszki, cz¦±¢ EX opisuje energi¦ stanu podstawowego
odizolowanego atomu domieszki, natomiast EXC okre±la energi¦ kompletnego ukªadu ograni-
czonego rozmiarami komórki. Wyniki oblicze« energii wi¡zania zestawiono w tabeli V.5. Wynika
z nich, »e ukªady zbudowane w oparciu o domieszk¦ pierwiastka z drugiej grupy ukªadu okre-
sowego powinny cechowa¢ si¦ wi¦ksz¡ stabilno±ci¡ strukturaln¡. Wi¦kszy stopie« upakowania
ma negatywny wpªyw na energi¦ wi¡zania, w ka»dym przypadku pierwiastka domieszki.

Struktura elektronowo-fononowa

Posiadaj¡c dane wej±ciowe w postaci dokªadnych poªo»e« atomów oraz siª dziaªaj¡cych po-
mi¦dzy nimi, mo»liwe byªo przej±cie do nast¦pnego kroku, którym s¡ obliczenia g¦sto±ci stanów
elektronowych oraz struktury pasmowej. W wyniku tych kalkulacji otrzymano peªn¡ informacj¦
o strukturze elektronowej stanu podstawowego. Diagram relacji dyspersji elektronowych, wykre-
±lony dla ±cie»ki Γ�M�K�Γ, jest zestawiony z wykresem funkcji g¦sto±ci stanów elektronowych
na rysunku V.13.

Rysunek V.13: Zestawione diagramy struktur pasmowych z przebiegami funkcji g¦sto±ci sta-
nów elektronowych uzyskane dla badanych ukªadów XCn. Energia Fermiego (ϵF ), dla ka»dego
przypadku, umiejscowiona jest w zerze na osi energii.
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Z powy»szego rysunku mo»na odczyta¢, »e domieszkowanie spowodowaªo zmian¦ wªa±ciwo-
±ci elektrycznych warstwy grafenu: z póª-metali, ukªady staªy si¦ przewodnikami z niezerow¡
g¦sto±ci¡ stanów elektronowych na powierzchni Fermiego. Wyniki te s¡ zgodne z rezultatami
otrzymanymi przez inne grupy badawcze [134, 2, 152, 153]. Z punktu widzenia nadprzewodnic-
twa, istotnym jest, aby ilo±¢ dost¦pnych stanów elektronowych na powierzchni Fermiego byªa
jak najwi¦ksza, przeciwnie do sytuacji wyst¦puj¡cej w czystym grafenie. Przebieg funkcji DOS
ró»ni si¦ w zale»no±ci od koncentracji domieszki, w ka»dym przypadku pierwiastka. Ponadto
g¦sto±¢ stanów elektronowych na powierzchni Fermiego jest wi¦ksza w ukªadach grupy XC8.
Stanowi to o istotnych zmianach w strukturze elektronowej, jakie mo»e wprowadzi¢ odpowiednia
koncentracja domieszki. W caªej grupie struktur XC8 obserwowalny jest przebieg pasm elek-
tronowych przybieraj¡cy ksztaªt sto»ka Diraca w punkcie K poni»ej energii Fermiego. Oznacza
to, »e pomimo zmiany struktury elektronowej, wªasno±ci elektronowe charakterystyczne dla
grafenu, powinny zosta¢ w znacznym stopniu zachowane w tych ukªadach. Na tej podstawie
nale»y stwierdzi¢, »e analiza wªasno±ci topologicznych tych struktur mo»e doprowadzi¢ do cen-
nych wniosków, tym bardziej bior¡c pod uwag¦ doniesienia teoretyczne ukazuj¡ce wyst¦powanie
nadprzewodnictwa topologicznego w �skr¦conych� podwójnych warstwach grafenu [154].

Rysunek V.14: Wykresy cz¦±ciowej g¦sto±ci stanów elektronowych ukazuj¡cych wpªyw poszcze-
gólnych orbitali elektronowych atomu domieszki na struktur¦ elektronow¡ w pobli»u energii
Fermiego.
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Aby okre±li¢ wpªyw poszczególnych atomów na struktur¦ elektronow¡ ukªadów, wykre±lono
funkcj¦ cz¦±ciowej g¦sto±ci stanów elektronowych (ang. partial density of states, partial DOS)
na rysunku V.14. Wykresy te ukazuj¡, »e orbitale 4s (5s) oraz 4p (5p) pierwiastków domiesz-
ki maj¡ zdecydowanie wi¦kszy wkªad w stany energetyczne elektronów na poziomie Fermiego,
w porównaniu do orbitalu 2p w¦gla (warstwy grafenu). Oznacza to, »e zarówno wªasno±ci meta-
liczne, jak i przewidywane wªasno±ci stanu nadprzewodz¡cego s¡ w gªównej mierze powi¡zane
z wyst¦puj¡cymi atomami domieszki.

Rysunek V.15: Wykresy struktury pasmowej fononów otrzymanej w kierunku punktów najwy»-
szej symetrii Γ�M�K�Γ w pierwszej stre�e Brillouina, poª¡czone z przebiegiem funkcji g¦sto±ci
stanów fononowych, otrzymane dla wszystkich ukªadów XCn.

Podobnie jak w przypadku obrazu wªasno±ci elektronowych, struktura fononowa zostaªa
obliczona w punktach q wzdªu» ±cie»ki: Γ�M�K�Γ. Wynikiem s¡ diagramy, zaprezentowane na
rysunku V.15. Istotnym wnioskiem tego etapu oblicze« jest mo»liwo±¢ okre±lenia stabilno±ci
dynamicznej danego ukªadu. Obecno±¢ pasm dyspersyjnych fononów w obszarze negatywnych
cz¦sto±ci oznacza, »e struktura nie jest w stanie zachowa¢ swojego ksztaªtu ze wzgl¦du na drga-
nia sieci krystalicznej. Brak stanów fononowych w zakresie ujemnych cz¦sto±ci pokazuje, »e
wszystkie badane ukªady mo»na pod tym wzgl¦dem uzna¢ za stabilne. Zauwa»alny jest nie-
mal caªkowity brak ró»nic w przebiegu funkcji g¦sto±ci stanów fononowych (PhDOS) ukªadów
opartych o ten sam pierwiastek domieszki, z wyª¡czeniem dwóch przedziaªów cz¦stotliwo±ci:
od 0 meV do 20 meV oraz od 16 meV do 19 meV. Wartym podkre±lenia jest skok funkcji
PhDOS ukªadów CaC6 i CaC8 dla ró»nych cz¦sto±ci z zakresu do 3 meV. Taki rezultat, obok
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zmian w strukturze elektronowej powodowanej wyst¦powaniem domieszki wapnia, jest obiecu-
j¡cy w odniesieniu do zwi¦kszenia mo»liwo±ci indukcji stanu nadprzewodz¡cego w materiale.
Ponadto, pierwiastki wyst¦puj¡ce w tych samych grupach ukªadu okresowego stwarzaj¡ podob-
ny obraz struktury fononowej domieszkowanego grafenu, niezale»nie od koncentracji. Jest to
podobna sytuacja jak w przypadku ukªadów zbudowanych w oparciu o dwie warstwy grafenu.

Rezultaty ostatniego kroku oblicze« wykorzystuj¡cych metody DFT, polegaj¡cego na otrzy-
maniu caªego obrazu oddziaªywa« pomi¦dzy elektronami i fononami � wykresu funkcji spek-
tralnej, zaprezentowano na rysunku V.16 w cz¦±ci a), tylko dla warstw CaC6 i CaC8. Jest to
podyktowane faktem niemal caªkowitego braku ró»nic w obrazie oddziaªywa« elektron-fonon we
wszystkich analizowanych strukturach badanych w tej cz¦±ci rozprawy i najbardziej ciekawym
przebiegiem funkcji PhDOS otrzymanych dla domieszki wapniem. Niezerowe warto±ci funkcji
spektralnej oznaczaj¡, »e wszystkie analizowane ukªady powinny umo»liwi¢ uzyskanie stanu
nadprzewodz¡cego.

Rysunek V.16: Wykre±lone krzywe funkcji spektralnej i staªej sprz¦»enia elektron-fonon (cz¦±¢
a)) oraz przebieg wykresu cz¦±ciowej g¦sto±ci stanów fononowych (cz¦±¢ b)) dla ukªadów do-
mieszkowanych wapniem b¦d¡cych najbardziej obiecuj¡cymi kandydatami do uzyskania induk-
cji stanu nadprzewodz¡cego.

Oprócz przebiegu funkcji spektralnej Eliashberga α2F i funkcji staªej sprz¦»enia elektron-fonon
λ, umieszczono tak»e wykresy cz¦±ciowej g¦sto±ci stanów fononowych (partial PhDOS) warstw
CaC6 i CaC8 (cz¦±¢ b) rysunku V.16). Takie zestawienie bardzo dobrze obrazuje wpªyw atomów
wapnia na struktur¦ fononow¡ grafenu, które przekªada si¦ na wzrost potencjaªu oddziaªywa«
elektron-fonon w zakresie najmniejszych cz¦sto±ci. Z tego wzgl¦du domieszka wapniem cechuje
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si¦ najwi¦kszym wzrostem funkcji λ spo±ród wszystkich analizowanych ukªadów. Dla wi¦kszych
cz¦stotliwo±ci (w przedziale od 160 meV do 180 meV) funkcja α2F ukªadów CaCn przyjmuje
wysokie warto±ci, które s¡ powi¡zane z du»¡ ilo±ci¡ dost¦pnych stanów fononowych pochodz¡-
cych od atomów w¦gla warstwy grafenu.

Analiza stanu nadprzewodz¡cego

Otrzymane warto±ci staªej sprz¦»enia elektron-fonon zamieszczono w tabeli V.6 wraz ze
zlogarytmowan¡ ±redni¡ warto±ci¡ cz¦stotliwo±ci fononów ωln.

Tabela V.6: Zestawienie wyników otrzymanych podczas oblicze« metodami DFT struktury
elektronowo-fononowej ukªadów XCn: λ i ωln (meV) wraz z warto±ciami temperatur krytycznych
oszacowanych formuª¡ Allena-Dynesa.

λ ωln (meV) Tc (K) λ ωln (meV) Tc (K)
KC6 0,23 33,31 0 KC8 0,34 11,04 0,17
CaC6 0,35 39,15 0,81 CaC8 0,42 27,88 1,86
RbC6 0,26 32,86 0,04 RbC8 0,29 19,55 0,08
SrC6 0,27 46,86 0,08 SrC8 0,17 54,67 0

Ze wzgl¦du na niski poziom warto±ci staªej sprz¦»enia elektron-fonon wszystkich ukªadów, do
okre±lenia temperatur krytycznych posªu»ono si¦ formuª¡ Allena-Dynesa wykorzystuj¡c pseu-
dopotencjaª kulombowski o warto±ci µ⋆ = 0, 1. Uzyskane temperatury zaprezentowane zostaªy
w tabeli V.6, wskazuj¡ one na mo»liwo±¢ uzyskania stanu nadprzewodz¡cego w wi¦kszo±ci ana-
lizowanych struktur. Jednak»e temperatury mieszcz¡ce si¦ w zakresie do 0,2 K nale»y uzna¢
za statystycznie nieistotne, ze wzgl¦du na niepewno±ci obliczeniowe zwi¡zane z wykorzystan¡
metod¡ badawcz¡. Oznacza to, »e mo»liwo±¢ przej±cia fazowego w stan nadprzewodz¡cy mo»na
stwierdzi¢ tylko dla ukªadów CaC6 oraz CaC8. S¡ to struktury, dla których wyst¦puje najwi¦k-
sza warto±¢ energii wi¡zania, spowodowana najmniejsz¡ odlegªo±ci¡ domieszki od pªaszczyzny
grafenu oraz najwi¦kszym potencjaªem oddziaªywania elektron-fonon. Do podobnych wniosków
w ukªadzie CaC6 doszªa grupa badawcza pod przewodnictwem G. Profety [2], która otrzymaªa
temperatur¦ krytyczn¡ na poziomie 1,4 K, czyli niewiele mniejsz¡ od uzyskanej w niniejszych
badaniach, lecz dla odlegªo±ci domieszki od pªaszczyzny wi¦kszej o 0,13 Å. Taki zwi¡zek pomi¦-
dzy odlegªo±ci¡ od warstwy do atomu domieszki oznaczaªaby potencjalny wzrost temperatury
krytycznej im jest ona mniejsza, co wcze±niej wspomniana grupa zaprezentowaªa na przykªa-
dzie zwi¡zku LiC6 (Tc = 8,1 K dla odlegªo±ci d równej 1,83 Å). Podobna sytuacja wyst¦puje
w przypadkach ukªadów poddanych napr¦»eniom [155].
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Rozdziaª VI

Wªa±ciwo±ci stanu nadprzewodz¡cego

indukuj¡cego si¦ w ukªadach warstw

fosforenu

VI.1 Podwójna warstwa fosforenu domieszkowana wap-

niem P8CaP8

Prostota wprowadzania zmian strukturalnych w materiaªach dwuwymiarowych doprowa-
dziªa ju» w roku, w którym odkryto fosforen, do propozycji istnienia innego wariantu jego
struktury. Ukªad ten nazwano niebieskim fosforenem, w którym rozmieszczenie atomów mo-
delowane jest w oparciu o warstw¦ czarnego fosforenu [156]. Schemat jego struktury mo»na
otrzyma¢ wychodz¡c od rzutu bocznego pojedynczej, pofaªdowanej warstwy fosforenu, w któ-
rym j¡dra atomowe ukªadaj¡ si¦ w ksztaªt fali typu armchair. Dla fali biegn¡cej w prawo ka»da
kolejna para atomów, zamiast by¢ umieszczona we wgª¦bieniu, znajduje si¦ ponad wcze±niej
ustalonym wierzchoªkiem. Kolejne iteracje tego procesu powoduj¡ coraz wi¦ksze oddalenie si¦
atomów ukªadu niebieskiego fosforenu wzgl¦dem jego �pªasko le»¡cego� poprzednika. Warstwa
nowej struktury odchyla si¦ pod k¡tem okoªo 45◦ wzgl¦dem pªaszczyzny czarnego fosforenu, tak
jak przedstawia to schemat zaprezentowany na rysunku VI.1.

Niebieski fosforen cechuje si¦ bardzo podobnymi wªasno±ciami elektrycznymi, termiczny-
mi i mechanicznymi jak swój prekursor, które mo»na zmienia¢ przy wykorzystaniu napr¦»e«
i domieszkowaniu, z pewnymi ró»nicami. Pªaszczyzna jego warstwy posiada du»¡ stabilno±¢
strukturaln¡, ze wzgl¦du na wysok¡ warto±¢ energii wi¡zania atomów (5,19 eV na ka»dy atom),
nieznacznie mniejsz¡ od czarnego fosforenu. Z drugiej strony, ukªady kilku warstw niebieskie-
go fosforenu, powinny by¢ zdecydowanie prostsze do wytworzenia, dzi¦ki sªabym wi¡zaniom
atomowym pomi¦dzy nimi (6 meV na atom) [157]. Jednak»e pojedyncza warstwa niebieskie-
go fosforenu boryka si¦ z problemem sko±nej przerwy energetycznej o szeroko±ci 2 eV, któ-
rej warto±¢ maleje wraz ze wzrostem ilo±ci warstw [156]. Uwodornienie niebieskiego fosforenu
doprowadza do zaniku przerwy energetycznej w nast¦pstwie czego staje si¦ on póªmetalem
z w¦zªem Diraca w punkcie K [158]. Proces ten zwi¦ksza tak»e jego odporno±¢ na warunki at-
mosferyczne. Kolejnymi sposobami zmiany przerwy energetycznej w bardzo szerokim zakresie
[159] s¡: umieszczenie ukªadu w zewn¦trznym polu elektrycznym [160] lub poddanie próbki na-
pr¦»eniom wewn¡trzpªaszczyznowym [161]. Obok bardzo po»¡danych wªasno±ci elektrycznych,
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Rysunek VI.1: Schemat uªo»enia atomów niebieskiego fosforenu (kolor niebieski) przyrównany
do pªaszczyzny czarnego fosforenu (kolor czarny) w rzucie bocznym.

termicznych i mechanicznych niebieskiego fosforenu, niektóre ukªady zbudowane na bazie jego
pªaszczyzn s¡ tak»e potencjalnymi nadprzewodnikami.

Pierwszy artykuª traktuj¡cy o mo»liwej indukcji stanu nadprzewodz¡cego w niebieskim fos-
forenie zostaª opublikowany w 2016 roku [162]. Autorzy tej pracy przeanalizowali podwójne
warstwy domieszkowane pierwiastkami grupy I i II, w trzech wariantach ukªadów, gdzie atom
domieszki znajduje si¦ pomi¦dzy dwiema pªaszczyznami fosforenu, w stosunku P:X równym 4:1
(gdzie X jest pierwiastkiem: Li, Na lub Mg). Dwa pierwsze warianty tworzone s¡ przez pªaszczy-
zny, gdy te s¡ poªo»one dokªadnie jedna nad drug¡ (A-X-A) lub jako ich symetryczne odbicie
wzgl¦dem pªaszczyzny domieszkowania (A-X-B). Trzeci wariant polega na podobnym uªo»eniu
pªaszczyzn jak w schemacie A-X-B, z jedn¡ warstw¡ odpowiednio przesuni¦t¡ (A-X-C). Wyni-
ki energii wewn¦trznej wykazuj¡ brak stabilno±ci w ka»dym przypadku struktury o schemacie
A-X-A, co jest sprzeczne z wynikami innej grupy badawczej z 2015 roku, ukazuj¡cej minima-
lizacj¦ energii wewn¦trznej wªa±nie dla tego schematu uªo»enia [163]. Autorzy badania z 2016
roku przeprowadzili obliczenia struktury elektronowej i fononowej dla ukªadów zbudowanych
w schemacie A-X-B zwa»ywszy na znacznie mniejsze energie wewn¦trzne wzgl¦dem schematu
A-X-C. Podsumowuj¡c wyniki mo»na wywnioskowa¢, i» naukowcy przewiduj¡ dla niego sko±n¡
przerw¦ energetyczn¡ (niestety nie precyzuj¡c jej szeroko±ci) oraz zwi¦kszenie g¦sto±ci stanów
fononowych dla niskich cz¦sto±ci, w przypadku ka»dego pierwiastka domieszki, co prowadzi do
indukcji stanu nadprzewodz¡cego o temperaturach krytycznych rz¦du 20 K (TLi

c = 20,4 K, TNa
c

= 20,1 K, TMg
c = 14,4 K, dla λLi = 1,2, λNa = 1,1, λMg = 0,8).

Niestety, ze wzgl¦du wysoki poziom trudno±ci, który wi¡»e si¦ z przeprowadzeniem ekspe-
rymentu potwierdzaj¡cego indukcj¦ stanu nadprzewodz¡cego, wyst¦powanie przej±cia fazowego
nie zostaªo dot¡d potwierdzone w »adnym przypadku ukªadu warstw fosforu.

Wyniki poprzednich bada« nad warstwami domieszkowanego grafenu ukazaªy, »e najwi¦k-
sz¡ szans¦ na indukcj¦ stanu nadprzewodz¡cego maj¡ ukªady z atomami wapnia w strukturze.
W zwi¡zku z powy»szym w niniejszych badaniach przeanalizowano dwuwymiarowe struktury,
w których gªównym budulcem nie b¦dzie w¦giel, lecz inny pierwiastek. Ci¦»szy s¡siad w ukªa-
dzie okresowym pierwiastków � fosfor tak»e realizuje si¦ pod dwuwymiarow¡ postaci¡. Niebieski
fosforen cechuje si¦ lepsz¡ wytrzymaªo±ci¡ na warunki atmosferyczne w porównaniu do swojej
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pierwotnie odkrytej postaci warstw czarnego fosforu i dzieli wiele wªasno±ci z grafenem. Istot-
ny jest fakt, »e niebieski fosforen posiada przerw¦ energetyczn¡ o szeroko±ci zale»nej od ilo±ci
warstw, warunków zewn¦trznych oraz domieszki. Ostatni sposób modulacji jest w przypadku
fosforu bardzo po»¡dany, ze wzgl¦du na pozytywny wpªyw na odporno±¢ na warunki atmosfe-
ryczne oraz teoretyczn¡ mo»liwo±¢ indukcji stanu nadprzewodz¡cego. Oprócz zwi¦kszenia po-
tencjaªu oddziaªywa« elektron-fonon ukªadów zbudowanych na bazie niebieskiego fosforenu �
gªównego celu bada« w ostatniej cz¦±ci niniejszej rozprawy doktorskiej, postanowiono tak»e
uzyska¢ struktury, w których nie wyst¦puje sko±na przerwa energetyczna, która jest kolejn¡
przeszkod¡ w potencjalnych zastosowaniach warstw fosforu.

Kieruj¡c si¦ rezultatami temperatur przej±cia warstw grafenowych mo»na doj±¢ do wnio-
sku, »e najwi¦kszy potencjaª do zwi¦kszenia siªy oddziaªywa« pomi¦dzy elektronami i fonona-
mi posiadaj¡ ukªady wytworzone w schemacie podwójnych pªaszczyzn z atomami domieszki
wapnia pomi¦dzy nimi. Ostatnia cz¦±¢ cyklu bada« do niniejszej rozprawy doktorskiej polega-
ªa na numerycznej analizie podwójnej warstwy niebieskiego fosforenu o wzorze sumarycznym
P8CaP8. Ze wzgl¦du na wi¦ksz¡ ilo±¢ stopni swobody pojedynczej warstwy niebieskiego fosfore-
nu w porównaniu do struktury grafenu, przebadano kilka ró»nych kon�guracji uªo»enia atomów
w komórce elementarnej. Pomimo analizy wpªywu tylko jednego pierwiastka domieszki na war-
stwy niebieskiego fosforenu uzyskano a» cztery mo»liwe schematy, które mo»na prze±ledzi¢ na
rysunku VI.2.

Rysunek VI.2: Schematy wszystkich analizowanych struktur domieszkowanych wapniem, po-
dwójnych warstw niebieskiego fosforenu ukazane w rzucie od góry oraz rzucie bocznym.

Obliczenia numeryczne przeprowadzono przy u»yciu przybli»enia uogólnionego gradientu
metody PBE z pseudopotencjaªem fal pªaskich, wzmocnionych funkcj¡ projekcyjn¡. Optymalna
kinetyczna energia odci¦cia funkcji falowej wyniosªa 60 Ry z czterokrotnie wi¦ksz¡ warto±ci¡ dla
energii kinetycznej potencjaªu g¦sto±ci ªadunku. Pierwsza strefa Brillouina jest odzwierciedlona
przy wykorzystaniu siatki punktów k o wymiarze 12×12×1 w schemacie Monkhorsta-Packa.
Komórka elementarna zawiera 17 atomów, rozªo»onych na dwie warstwy niebieskiego fosforenu
po 8 atomów z jednym atomem wapnia pomi¦dzy nimi. Aby unikn¡¢ wpªywu funkcji falo-
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wych powtarzaj¡cych si¦ komórek w kierunku prostopadªym do pªaszczyzn, zaªo»ono wektor
translacji w tym kierunku o dªugo±ci 20 Å, podobnie jak w poprzednich badaniach. Relaksa-
cja struktury zostaªa dokonana przy u»yciu quasi-Newtonowskiej metody BFGS przy warunku
maksymalnej siªy wyst¦puj¡cej na ka»dy atom o warto±ci 0,01 eV/Å. Pasma dyspersji fononów
uzyskano przy pomocy perturbacyjnej teorii funkcjonaªu g¦sto±ci z siatk¡ punktów q 3×3×1
na drodze Γ�K.

Numeryczna minimalizacja siª dziaªaj¡cych na ka»dy atom, w przypadku pojedynczej pªasz-
czyzny niebieskiego fosforenu, pozwoliªa okre±li¢ staª¡ sieci, która wyniosªa 3,28 Å. Ci¡gle dla
pojedynczej pªaszczyzny, obliczenia wykazaªy istnienie sko±nej przerwy energetycznej o szero-
ko±ci 2 eV. Wyniki te s¡ zgodne z wnioskami wyci¡gni¦tymi z bada« przeprowadzonych przez
inne grupy badawcze [164, 165, 166, 167]. Tak zrelaksowana pªaszczyzna posªu»yªa (przy po-
mocy translacji i rotacji) do stworzenia podwójnej warstwy niebieskiego fosforenu z wtr¡ceniem
pierwiastka wapnia, w kon�guracjach: AA, AA', AB oraz AB'. Schematy utworzonych ukªadów
mo»na prze±ledzi¢ na rysunku VI.3, wraz z odpowiadaj¡cymi im krzywymi energii caªkowitych
w zale»no±ci od odlegªo±ci pomi¦dzy warstwami.

Rysunek VI.3: Wyniki energii caªkowitych ukªadu dwóch warstw niebieskiego fosforenu w czte-
rech schematach kon�guracji, w zale»no±ci od odlegªo±ci pomi¦dzy warstwami. Rzut boczny
schematu struktury, do którego wyniki si¦ odnosz¡, zaprezentowany jest powy»ej danej krzy-
wej.

Z powy»szego rysunku mo»na odczyta¢, »e najmniejsza energia caªkowita jest niewiele ni»sza od
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warto±ci -284,7 Ry i prawie wcale si¦ nie ró»ni pomi¦dzy ukªadami, odmiennie ni» w przypadku
odlegªo±ci mi¦dzypªaszczyznowych, dla których wyst¦puje minimum energii. Warto±ci odlegªo±ci
wynosz¡ odpowiednio: 4,58 Å, 4,68 Å, 5,18 Å i 4,60 Å dla kon�guracji: AA, AA', AB oraz AB'.
Taka rozbie»no±¢ wyników oznacza, »e schemat uªo»enia warstw mo»e mie¢ decyduj¡cy wpªyw
na stabilno±¢ struktury w przypadku wprowadzenia atomów wapnia pomi¦dzy dwie pªaszczyzny
niebieskiego fosforenu.

Struktura elektronowo-fononowa

Minimalizacja energii pozwoliªa wyznaczy¢ optymalne lokalizacje wszystkich atomów w ko-
mórce elementarnej, co jest wymogiem oblicze« struktury elektronowej. Jej obraz w postaci
pasm dyspersyjnych elektronów oraz funkcji DOS ukazany jest na rysunku VI.4.

Rysunek VI.4: Diagramy struktury elektronowej badanych warstw P8CaP8 w czterech kon�-
guracjach uªo»e« atomów. Na wykresie elektronowej g¦sto±ci stanów widoczny jest tak»e prze-
bieg funkcji DOS ukazuj¡cych wpªyw poszczególnych pierwiastków na ilo±¢ dost¦pnych stanów
elektronowych. Relacje dyspersji elektronów s¡ wykre±lone wzdªu» kierunku Γ�K punktów kry-
tycznych, w obszarze którym wyst¦puje sko±na przerwa energetyczna.

Pojedyncza warstwa niebieskiego fosforenu, bez defektów sieci (w tym domieszki) jest póªprze-
wodnikiem ze sko±n¡ przerw¡ energetyczn¡ o szeroko±ci 2 eV. Wyniki ukazane na diagramach

82



struktury elektronowej pokazuj¡, »e owa przerwa w badanych ukªadach tak»e wyst¦puje, lecz
jest przesuni¦ta w ni»szy zakres energii wzgl¦dem poziomu Fermiego. Wi¡»e si¦ to z wyst¦po-
waniem niezerowej ilo±ci dost¦pnych stanów elektronowych na powierzchni Fermiego co spra-
wia, »e wszystkie ukªady s¡ przewodnikami. Pasma dyspersji elektronów przybieraj¡ zbli»ony
ksztaªt we wszystkich kon�guracjach struktur, wiod¡c do bardzo podobnych przebiegów funkcji
DOS pomi¦dzy nimi. Warto podkre±li¢ fakt wyst¦powania rozszczepienia si¦ pasm w obrazie
struktury elektronowej w ukªadzie o kon�guracji AB (oraz w mniejszym stopniu w kon�guracji
AB'), charakterystycznego dla ukªadów warstwowych z du»¡ odlegªo±ci¡ mi¦dzypªaszczyzno-
w¡. Aby upewni¢ si¦ jakie znaczenie obok przesuni¦cia energii Fermiego ma domieszka wapnia,
przeprowadzono obliczenia cz¦±ciowej g¦sto±ci elektronowej obu pierwiastków wyst¦puj¡cych
w strukturach. Mo»na zauwa»y¢, »e pierwiastek wapnia ma znikomy wpªyw na zwi¦kszenie ilo-
±ci dost¦pnych stanów elektronowych na powierzchni Fermiego. Niewielki wzrost funkcji DOS
wyst¦puje w przedziale od -2 eV do -3 eV (dokªadnie poni»ej pasma wzbronionego) oraz powy»ej
energii Fermiego.

Struktura fononowa reprezentowana funkcj¡ fononowej g¦sto±ci stanów i diagramem relacji
dyspersji fononów sporz¡dzonej dla kierunku Γ�K�M�Γ w pierwszej stre�e Brillouina ukazana
jest na rysunku VI.5.

Rysunek VI.5: Diagram pasm dyspersji fononów wykre±lonych w kierunku Γ�K�M�Γ, ukaza-
ny wraz z wykresami caªkowitej i cz¦±ciowej g¦sto±ci stanów fononowych, reprezentuje obraz
struktury fononowej ukªadu P8CaP8 w czterech badanych kon�guracjach.
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Stabilno±¢ ukªadu atomowego jest wynikiem odpowiedniego rozkªadu fononów w przestrze-
ni p¦dów. Rezultat ukazuj¡cy nie�zyczne wyniki oznacza brak stabilno±ci struktury, w której
wyst¦puj¡ drgania sieci krystalicznej. Z takim stanem mamy do czynienia w przypadku struk-
tur zbudowanych w kon�guracji AB oraz AB'. Ukªady te cechuj¡ silnie zdeformowane krzywe
dyspersyjne w regionie cz¦sto±ci poni»ej zera. Oznacza to, »e program obliczeniowy nie mógª
doprowadzi¢ ich cz¦sto±ci do warto±ci rzeczywistych*, powoduj¡c wyst¦powanie nie�zycznych
wyników pomimo ustalonej wysokiej precyzji oblicze«. Poprzednia cz¦±¢ badania pokazaªa brak
nakªadania si¦ pasm elektronowych w ukªadach w kon�guracjach AB i AB'. Maj¡c to na wzgl¦-
dzie mo»na stwierdzi¢, »e te warstwy niebieskiego fosforenu nie mogªyby zachowa¢ swojej po-
staci pod wpªywem drga« atomów sieci. Z drugiej strony, kon�guracje AA i AA' zapewniaj¡
koherentny obraz pasmowej struktury elektronowej i stabilno±¢ dynamiczn¡ ukazan¡ na obrazie
struktury fononowej. Analizuj¡c wykres funkcji cz¦±ciowej g¦sto±ci fononowej mo»na zauwa»y¢,
»e w ich przypadku wpªyw domieszki wapniowej istnieje w zakresie niskich cz¦sto±ci (do 20 meV)
z pikiem funkcji dla cz¦sto±ci poni»ej 30 meV. Jest to dobra perspektywa, bior¡c pod uwag¦
mo»liwo±¢ zwi¦kszenia siªy oddziaªywa« elektron-fonon.

Rysunek VI.6: Funkcja spektralna Eliashberga wykre±lona dla ukªadów zbudowanych w sche-
macie AA i AA' wraz z krzywymi zrenormalizowanego wspóªczynnika sprz¦»enia elektron-fonon
λ(ω)/λ oraz zrenormalizowanego pola pod krzyw¡ α2F (A(ω)/A).

*Obliczenia dokonywane s¡ na pªaszczy¹nie zespolonej. Gdy cz¦±¢ urojona nie zostanie zredukowana
w procesie obliczeniowym, doprowadzi to do negatywnych warto±ci cz¦sto±ci pasm dyspersji fononów
[168].
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Ze wzgl¦du na niestabilno±¢ struktur utworzonych w schematach AB i AB', uznano dalsze
obliczenia z nimi zwi¡zane oraz ich analiz¦ za bezcelowe, zatem w dalszej cz¦±ci rozprawy zostaªy
one pomini¦te. Funkcje α2F (ω) otrzymane dla pozostaªych, stabilnych ukªadów w kon�guracji
AA i AA', zaprezentowane s¡ na rysunku VI.6. Obok funkcji spektralnej α2F (ω) na rysunku
VI.6 wykre±lono przebieg zale»no±ci zredukowanej staªej sprz¦»enia elektron-fonon λ(ω)/λ przy
warto±ciach λ równych: 0,759 dla ukªadu w schemacie AA oraz 0,798 dla ukªadu w kon�guracji
AA'. W ten sposób mo»na prze±ledzi¢, dla których cz¦sto±ci wzrost funkcji λ jest najwi¦kszy.
Ju» na pierwszy rzut oka wida¢, »e dla obu analizowanych struktur ten przyrost jest podobny
z niewielkim wypªaszczeniem w obszarze cz¦stotliwo±ci bliskich 25 meV. Taki trend oznacza,
»e w niemal caªym zakresie energii fononów ich wpªyw na mo»liwo±¢ tworzenia par Coope-
ra jest podobny. Warto zaznaczy¢, »e otrzymane warto±ci staªej sprz¦»enia le»¡ zdecydowanie
poni»ej umownej granicy (λ ≈ 1) oddziaªywa« okre±lanych mianem silnie paruj¡cych. Wpªyw
domieszki wapnia na struktur¦ fononow¡ wyst¦puje nieco poni»ej 30 meV w ka»dym przypad-
ku oraz w niewielkim stopniu w obszarze najmniejszych cz¦sto±ci, do 5 meV. Niedu»e ró»nice
w przebiegu obu funkcji spektralnych α2F (ω) ukazuj¡, w jakim stopniu kon�guracja uªo»e« ato-
mów b¦dzie ingerowaªa w struktur¦ elektronowo-fononow¡. Ogólny ksztaªt funkcji spektralnej
jest podobny dla obu ukªadów. Przebieg zrenormalizowanego pola pod krzyw¡ funkcji spek-
tralnej A(ω)/A odzwierciedla sumaryczny wpªyw fononów o danej cz¦stotliwo±ci na struktur¦
elektronowo-fononow¡ systemu.

Analiza stanu nadprzewodz¡cego

Warto±ci staªej sprz¦»enia λ s¡ mniejsze od 1 w stabilnych ukªadach, z tego wzgl¦du zrezy-
gnowano z oblicze« numerycznych wi¦kszo±ci wªasno±ci termodynamicznych stanu nadprzewo-
dz¡cego na rzecz tych, które w warunkach laboratoryjnych s¡ najprostsze do eksperymentalnego
potwierdzenia. Wykorzystano do tego formalizm równa« Eliashberga przyjmuj¡c warto±¢ pseu-
dopotencjaªu kulombowskiego µ⋆ na poziomie 0,15. Wykresy rzeczywistej funkcji parametru
porz¡dku zale»nej od temperatury mo»na prze±ledzi¢ na rysunku VI.7, warto±ci tej funkcji
pokazuj¡, »e temperatura krytyczna wynosi odpowiednio 11,63 K oraz 11,74 K dla ukªadów
w kon�guracji AA i AA'. Z tych samych wykresów mo»na wyczyta¢ tak»e warto±ci ∆(0) po-
trzebne do okre±lenia staªej R∆. Aby opisa¢ stabilno±¢ termodynamiczn¡ stanu nadprzewo-
dz¡cego, wykre±lono w drugiej cz¦±ci rysunku przebieg cz¦±ci rzeczywistej i urojonej funkcji
parametru porz¡dku w zale»no±ci od cz¦sto±ci Matsubary, dla najni»szej, stabilnej numerycz-
nie temperatury. Zerowe warto±ci cz¦±ci urojonej dla cz¦stotliwo±ci w pobli»u zera wskazuj¡
na stabilno±¢ stanu nadprzewodz¡cego. Na wykresach funkcji nadprzewodz¡cej przerwy ener-
getycznej umieszczono tak»e wykresy funkcji ró»nicy ciepªa wªa±ciwego (∆C) w temperaturze
przej±cia, której skok jest podobny dla obu struktur. Wszystkie istotne wielko±ci opisuj¡ce wªa-
sno±ci termodynamiczne stanu nadprzewodz¡cego zebrano w tabeli VI.1

Tabela VI.1: Uzyskane wyniki parametrów termodynamicznych stanu nadprzewodz¡cego: tem-
peratury krytycznej (Tc), szeroko±ci przerwy energetycznej (∆(0)), staªej R∆ oraz RC i warto±ci
skoku ciepªa wªa±ciwego do ciepªa w stanie normalnym (∆C/CN ).

Ukªad λ Tc (K) ∆(0) (meV) R∆ RC ∆C/CN

AA 0,759 11,63 1,86 3,71 0.74 1.61
AA' 0,798 11,74 1,89 3,72 0.87 1.81
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Wspóªczynnik R∆ wyznaczony w teorii BCS jest równy 3,53 dla ukªadów nie posiadaj¡cych
silnych oddziaªywa« sprz¦»eniowych, o konwencjonalnym mechanizmie parowania. Jego warto±¢
otrzymana dla analizowanych ukªadów nie odbiega znacz¡co od przewidywanej. Wysoko±¢ skoku
ciepªa wªa±ciwego mo»e by¢ wykorzystana do wyznaczenia drugiego wspóªczynnika teorii BCS:
RC , którego przewidywana wielko±¢ wynosi 1,43. Na tym polu, otrzymane wyniki znacz¡co
odbiegaj¡ od przewidywa« teorii BCS, w szczególno±ci dla ukªadu w schemacie AA'.

Rysunek VI.7: Zestawienie wykresów funkcji termodynamicznych otrzymanych dla stabilnych
(w schemacie AA oraz AA') ukªadów domieszkowanej podwójnej warstwy niebieskiego fosfore-
nu.

Aby oszacowa¢ zasadno±¢ potrzeby wykorzystania formalizmu równa« Eliashberga dla ba-
danych struktur, obliczono temperatur¦ krytyczn¡ tak»e przy pomocy formuªy Allena-Dynesa.
Warto±¢ Tc w tym przypadku wynosi odpowiednio 8,37 K i 8,59 K dla kon�guracji AA i AA'.
Oznacza to, »e uproszczone podej±cie zdecydowanie zani»a warto±¢ temperatury przej±cia w ukªa-
dach podwójnej warstwy niebieskiego fosforenu domieszkowanej wapniem. Bior¡c pod uwag¦
podobnego typu systemy dwuwarstwowe oraz poprzednie doniesienia odno±nie niebieskiego fos-
forenu, mo»na postawi¢ pytanie, dlaczego temperatura przej±cia analizowanych ukªadów jest
taka wysoka. Jedn¡ z przyczyn mo»e by¢ wysoka g¦sto±¢ dost¦pnych stanów elektronowych na
powierzchni Fermiego (N(ϵF ) = 4,77 dla AA oraz N(ϵF ) = 4,86 dla AA'), ponadto caªka z funk-
cji spektralnej (funkcja A(ω)), odzwierciedlaj¡ca ilo±¢ oddziaªywa« elektron-fonon w ukªadzie,
si¦ga stosunkowo wysokich warto±ci (A = 11,217 dla AA oraz 11,224 dla AA').
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Rozdziaª VII

Podsumowanie wyników bada«

Cel pracy zostaª w peªni osi¡gni¦ty � okre±lono mo»liwo±¢ zwi¦kszenia potencjaªu oddziaªy-
wa« elektron-fonon poprzez odpowiedni¡ manipulacj¦ i domieszkowanie ukªadów warstw gra-
fenu oraz niebieskiego fosforenu. Du»a cz¦±¢ badanych struktur przejawia cech¦ przej±cia fazo-
wego w stan nadprzewodz¡cy. We wszystkich ukªadach zauwa»alny jest wzrost g¦sto±ci stanów
elektronowych przy wprowadzeniu pierwiastka z I lub II grupy ukªadu okresowego w pobli»e
pojedynczej warstwy lub pomi¦dzy dwie pªaszczyzny w¦gla lub fosforu. Wedªug teorii BCS jed-
nym z najwa»niejszych czynników pozwalaj¡cych wzmocni¢ wªasno±ci termodynamiczne stanu
nadprzewodz¡cego, w tym temperatury przej±cia, jest jak najwi¦ksza ilo±¢ dost¦pnych stanów
elektronowych na powierzchni Fermiego, co z pewno±ci¡ miaªo miejsce w ka»dym analizowanym
przypadku. Gªównym powodem wyst¦powania niezerowych warto±ci funkcji DOS jest przesuni¦-
cie obrazu struktury elektronowej wzgl¦dem energii Fermiego, dzi¦ki czemu wi¦kszo±¢ wªasno±ci
elektrycznych powinna zosta¢ zachowana w badanych ukªadach, wzgl¦dem ich jednowarstwo-
wych pierwowzorów. Jak wynika z przebiegu funkcji cz¦±ciowej g¦sto±ci stanów elektronowych,
atomy pierwiastka domieszki mog¡ mie¢ wpªyw na zwi¦kszenie si¦ ilo±ci dost¦pnych stanów
elektronowych na powierzchni Fermiego. Wyniki funkcji PhDOS oraz cz¦±ciowej g¦sto±ci sta-
nów fononowych ka»dorazowo ukazuj¡ wzrost ilo±ci dost¦pnych stanów, dzi¦ki wyst¦powaniu
atomów pierwiastka grupy I lub II, które ze wzgl¦du na wi¦ksz¡ mas¦, wprowadzaj¡ wiele do-
st¦pnych stanów fononowych o niskich cz¦sto±ciach. Ma to bardzo du»e znaczenie bior¡c pod
uwag¦ fakt, »e to wªa±nie w tym zakresie cz¦sto±ci oddziaªywania elektron-fonon wpªywaj¡
najbardziej na warto±¢ staªej sprz¦»enia λ.

Ukªady podwójnej warstwy grafenu (C6XC6)

Ju» w pocz¡tkowej fazie oblicze«, podczas relaksacji struktur, uzyskano rezultat braku sta-
bilno±ci geometrycznej ukªadów w kon�guracji AB, co spowodowaªo zaprzestanie dalszej ich
analizy. Stabilne struktury w ukªadach AA posiadaj¡ swoje minima energetyczne dla odle-
gªo±ci mi¦dzypªaszczyznowych równych odpowiednio: 5,08 Å, 4,46 Å, 5,61 Å oraz 4,81 Å, dla
domieszki pierwiastkiem: K, Ca, Rb oraz Sr. Wielko±ci te s¡ zgodne z trendem warto±ci promie-
nia atomu pierwiastka pomi¦dzy pªaszczyznami. Przebieg funkcji g¦sto±ci elektronowej wykazaª
znacz¡ce przesuni¦cie pasm dyspersji elektronów ka»dego ukªadu wzgl¦dem pojedynczej war-
stwy grafenu. Oznacza to pojawienie si¦ dost¦pnych stanów elektronowych na poziomie Fermie-
go, a zatem wszystkie struktury s¡ przewodnikami elektrycznymi. Funkcje spektralne b¦d¡ce
obrazem caªej struktury elektronowo-fononowej ukªadów, ukazuj¡ ich stabilno±¢ dynamiczn¡
ze wzgl¦du na brak oddziaªywa« w regionie ujemnych cz¦sto±ci. Ponadto, funkcje te ukazuj¡
wpªyw atomu domieszki na oddziaªywania wewn¡trz ka»dego ukªadu w zakresie najni»szych
cz¦sto±ci. Wyj¡tkowym wydaje si¦ by¢ ukªad C6CaC6, dla którego obserwowalny jest znacz¡cy
wpªyw domieszki w bardzo szerokim zakresie cz¦sto±ci niskich (do 40 meV) oraz wysokich (od
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165 meV). Dla tego ukªadu wyst¦puje tak»e najwi¦ksza warto±¢ staªej sprz¦»enia λ = 1,16.
Do wyznaczenia temperatury krytycznej ukªadów podwójnej warstwy w¦glowej zostaª za-

stosowany formalizm równa« Eliashberga, dla warto±ci pseudopotencjaªu kulombowskiego µ⋆

= 0,15. Pozwoliªo to ustali¢ podstawowe parametry termodynamiczne stanu nadprzewodz¡-
cego. Wyniki oblicze« wskazuj¡ na prawdopodobne wyst¦powanie stanu nadprzewodz¡cego we
wszystkich badanych ukªadach podwójnej warstwy grafenu w kon�guracji AA: C6KC6, C6CaC6,
C6RbC6 i C6SrC6, o temperaturach krytycznych odpowiednio: 8,67 K, 14,56 K, 5,47 K, 8,74 K.
Te warto±ci pokazuj¡ jak bardzo schemat uªo»enia atomów oraz pierwiastek domieszki mog¡
wpªyn¡¢ na mo»liwo±¢ indukcji stanu nadprzewodz¡cego. Przebiegi cz¦±ci urojonych funkcji pa-
rametru porz¡dku dla temperatury bliskiej zera bezwzgl¦dnego potwierdzaj¡ stabilno±¢ stanu
nadprzewodz¡cego. Wyznaczone warto±ci parametrówR∆,RC iRH znacz¡co przekraczaj¡ prze-
widywania teorii BCS. Okazuje si¦, »e ukªad z domieszk¡ wapnia, posiadaj¡cy najlepsze wªasno-
±ci termodynamiczne spo±ród reszty warstw, cechuje si¦ najmniejszym osªabianiem �uksonów.
Obliczenia numeryczne z poprawkami wierzchoªkowymi, których wykorzystanie zasugerowaªa
warto±¢ wspóªczynnika λωD/ϵF , pokazuj¡ niewielk¡ ró»nice wzgl¦dem temperatur przej±cia uzy-
skanych standardow¡ metod¡ Eliashberga, nieznacznie je pomniejszaj¡c. Ukªad domieszkowany
atomami rubidu, jako jedyny, posiada zwi¦kszon¡ temperatur¦ krytyczn¡ w uj¦ciu poprawek
wierzchoªkowych. Nale»y wi¦c stwierdzi¢, »e poprawki wierzchoªkowe pierwszego rz¦du nie maj¡
wi¦kszego znaczenia podczas analizy wªasno±ci termodynamicznych stanu nadprzewodz¡cego
ukªadów podwójnej warstwy grafenu.

Pojedyncza warstwa grafenu z ró»n¡ koncentracj¡ domieszki (XC6 oraz XC8)

Relaksacja geometrii ukªadów XC6 wykazaªa wzrost staªej sieci a komórki elementarnej
wzgl¦dem czystego grafenu o podobn¡ warto±¢ we wszystkich strukturach, podczas gdy odle-
gªo±¢ d atomu domieszki od pªaszczyzny przybraªa warto±ci proporcjonalnie do jego promienia
atomowego. Zwi¡zki z grupy XC8 przybieraj¡ podobny trend odlegªo±ci d z nieznaczn¡ rozbie»-
no±ci¡ staªej sieci a. Okre±lone energie wi¡zania daj¡ informacje o termodynamicznej stabilno±ci
ukªadów, przy czym analogiczne domieszki grupy XC8 wykazuj¡ wy»sze jej warto±ci. Diagram
struktury elektronowej pozwala potwierdzi¢ wpªyw wtr¡conego pierwiastka na zmian¦ wªa-
±ciwo±ci elektrycznych na przewodz¡ce. Dzieje si¦ to dzi¦ki przesuni¦ciu pasm przewodzenia
w rejon ni»szych energii, zwi¦kszaj¡c ilo±¢ dost¦pnych stanów elektronowych na powierzchni
Fermiego. Warto podkre±li¢, »e grupa XC8 osi¡ga wi¦ksz¡ g¦sto±¢ stanów elektronowych N(ϵF )
od XC6 dla ka»dego pierwiastka domieszki, co powinno si¦ przeªo»y¢ na ich lepsze wªasno±ci
termodynamiczne stanu nadprzewodz¡cego. Z diagramu relacji dyspersji fononów, wyznaczo-
nej w kierunku Γ�K�M�Γ, mo»na odczyta¢ niewielki wpªyw pierwiastka domieszki w przebieg
krzywej PhDOS, niemniej g¦sto±¢ stanów fononowych jest ró»na pomi¦dzy grupami, ponownie
z wi¦kszymi warto±ciami w ukªadach XC8.

Pomimo obiecuj¡cych wyników struktury elektronowo-fononowej, tylko warstwy domieszko-
wane wapniem mo»na zaliczy¢ do potencjalnych nadprzewodników. Najwy»sze warto±ci staªej
sprz¦»enia elektron-fonon dla tych warstw wynosz¡ λCaC6 = 0,35 oraz λCaC8 = 0,42. Ze wzgl¦du
na niski potencjaª oddziaªywa« elektron-fonon, temperatury krytyczne wyznaczono przy pomo-
cy formuªy Allena-Dynesa dla µ⋆ = 0,1. Wynosz¡ one dla ukªadów o wi¦kszym zag¦szczeniu
(XC6): 0 K, 0,81 K, 0,04 K i 0,08 K oraz dla ukªadów o wi¦kszej komórce elementarnej (XC8):
0,17 K, 1,86 K, 0,08 K, 0 K, dla pierwiastka domieszki odpowiednio: potasu, wapnia, rubidu
i strontu. Ze wzgl¦du na bardzo niskie warto±ci, mieszcz¡ce si¦ w granicy niepewno±ci meto-
dy obliczeniowej, nale»y stwierdzi¢, »e jedynie ukªady CaC6 i CaC8 mog¡ dokona¢ przej±cia
fazowego do stanu nadprzewodz¡cego.
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Podwójna warstwa fosforenu domieszkowana atomami wapnia (P8CaP8)

Numeryczna relaksacja ukªadów dwóch warstw niebieskiego fosforenu z wtr¡ceniem atomu
wapnia w kon�guracjach odpowiednio: AA, AA', AB i AB' wykazaªa statyczn¡ stabilno±¢ struk-
tur z odlegªo±ci¡ mi¦dzypªaszczyznow¡ d równ¡ 4,58 Å, 4,68 Å, 5,18 Å oraz 4,60 Å. Diagramy
struktury elektronowej ukazaªy szerok¡ przerw¦ energetyczn¡ poni»ej energii Fermiego, podczas
gdy na jej poziomie wyst¦puje wysoka g¦sto±¢ stanów elektronowych. Oznacza to, »e wszystkie
ukªady s¡ przewodnikami elektrycznymi. Przerwa wyst¦puj¡ca w pojedynczej warstwie niebie-
skiego fosforenu, sprawia, »e jest on póªprzewodnikiem. Mo»na stwierdzi¢, »e zmiana struk-
tury wraz z domieszk¡ ma znacz¡cy wpªyw na przesuni¦cie pasm dyspersyjnych elektronów.
Jednak»e wykresy DOS ukazuj¡ niewielkie zmiany w ilo±ci dost¦pnych stanów elektronowych,
w caªym zakresie energii, pochodz¡cych od atomów wapnia pomi¦dzy pªaszczyznami. Pasma
relacji dyspersji fononów ukazuj¡ niestabilno±¢ dynamiczn¡ struktur w kon�guracji AB oraz
AB'. W przypadku pozostaªych schematów uªo»enia atomów, domieszka wapnia wpªywa na
struktur¦ fononow¡ tylko w niewielkim stopniu w niskich cz¦sto±ciach. Przebieg wyznaczonej
funkcji spektralnej Eliashberga dla ukªadów w kon�guracji AA oraz AA' przekªada si¦ na stabil-
ny wzrost warto±ci staªej sprz¦»enia, ukazuj¡c równomiernie rozªo»ony wpªyw fononów o danej
cz¦sto±ci w struktur¦ elektronowo-fononow¡, podczas gdy jej caªkowita warto±¢ wynosi λAA =
0,759 oraz λAA′

= 0,798. Obie liczby s¡ zdecydowanie poni»ej warto±ci granicznej otrzymywanej
dla ukªadów silno-sprz¦»eniowych.

Wyniki temperatur krytycznych ukªadów w kon�guracji AA i AA', uzyskane metod¡ Allena-
Dynes'a, wykazuj¡ ni»sze warto±ci (o ponad 3 K, w obu przypadkach) wzgl¦dem rezultatów za-
stosowania peªnego formalizmu równa« Eliashberga, dla którego wynosz¡ odpowiednio: 11,63 K
i 11,74 K, dla warto±ci pseudopotencjaªu kulombowskiego µ⋆ = 0,15. Cz¦±¢ urojona wykresu
funkcji parametru porz¡dku w temperaturze bliskiej zera ukazuje stabilno±¢ termodynamicz-
n¡ stanu nadprzewodz¡cego w obu kon�guracjach struktury. Warto±¢ parametru R∆ w obu
przypadkach obiega tylko nieznacznie od przewidywa« teorii BCS, podczas gdy parametr RC

zdecydowanie si¦ ró»ni od warto±ci teoretycznej.

VII.1 Wnioski

Analiza wyników dowodzi znacz¡cego wpªywu, jaki ma stosunkowo niewielka zmiana w sche-
macie poªo»e« atomów warstwy przy wprowadzeniu jednopierwiastkowej domieszki na przesu-
ni¦cie energetyczne pasm dyspersyjnych elektronów, a wi¦c caªej struktury elektronowej. Pomi-
mo tego, ilo±¢ dost¦pnych stanów elektronowych w caªym zakresie energii zmienia si¦ w maªym
stopniu w porównaniu do ukªadu b¦d¡cego pierwowzorem. Rezultaty otrzymane podczas bada-
nia ukªadów C6XC6 pokazuj¡, »e promie« atomu pierwiastka wtr¡conego pomi¦dzy warstwy ma
po±rednie znaczenie na struktur¦ elektronow¡, ze wzgl¦du na silny wpªyw na odlegªo±¢ mi¦dzy-
pªaszczyznow¡. Co istotne, promie« atomu ma najwi¦ksze znaczenie w przebiegu funkcji g¦sto-
±ci fononowej, przy czym zdecydowanie sªabiej na ukªady zbudowane w oparciu o pojedyncz¡
warstw¦ grafenu. Oznacza to, »e ograniczenie swobody drga« atomu pierwiastka domieszki po-
mi¦dzy dwiema warstwami pozytywnie wpªywa na obraz struktury fononowej. Wyniki pokazuj¡,
»e ka»dy ze sposobów domieszkowania ma wpªyw na ksztaªt funkcji fononowej g¦sto±ci stanów
w obszarze niskich cz¦sto±ci, przez co bezpo±rednio na potencjaª oddziaªywa« elektron-fonon
w tym zakresie. Zatem to wzrost ilo±ci dost¦pnych stanów fononowych o niskich cz¦stotliwo-
±ciach ma decyduj¡cy wpªyw na zwi¦kszenie mo»liwo±ci indukcji stanu nadprzewodz¡cego.
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