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Abstract

The superconducting state is a phenomenon that has amazed and fascinated scientists from

its discovery in 1911 [1] to the present day. Theories describing the superconducting state, such as

the Bardeen-Cooper-Schrie�er mean-�eld theory (BCS) [2, 3] and its generalization, the standard

Migdal-Eliashberg theory [4], were a great achievement in solid-state physics. These models made

it possible to describe the properties of many superconductors. This fact is due to the fact that

a very large group of materials has a relatively simple structure, which leads to a comparatively

simple description of their electronic, phonon and electron-phonon properties. Therefore, in order

to show how many di�erent physical systems can be described by the standard (isotropic) Migdal-

Eliashberg theory, in my doctoral dissertation I presented an analysis of the superconducting state

in three materials: BaGe3 [5, 6], HfH2 [7, 8] i Cr3RhN [9, 10, 11]. These superconductors di�er in

many aspects, such as the electron and phonon crystal structure, the electron-phonon coupling

constant (λ) and the value of the critical temperature (TC). In my doctoral dissertation, I showed

that these systems can be described very accurately using the isotropic Migdal-Eliashberg theory,

i.e. one in which the self-reconciliation of solutions to Eliashberg equations occurs only in relation

to electron and phonon energy.

However, not all superconductors �t into the isotropic description framework. There are ma-

terials for which the theoretically determined properties of the superconducting state do not agree

with the experimental results. This may be caused by too far-reaching approximations used in the

standard Eliashberg formalism, such as: assuming a constant electron density of states [12, 13],

omitting the dependence of the Elishberg equations on the electronic wave vector (k) [14, 15],

taking into account the Coulomb pseudopotential (µ?) [16, 17] - parameter, which for low values

is interpreted as the e�ective Coulomb interaction between electrons. It is also worth mentioning

the approximation of the in�nitely wide electron band and the assumption of a half-�lled elec-

tron band [17]. It is also of considerable importance to take into account the theorem of Migdal

[18], which assumes that the vertex corrections to the electron-phonon interaction are negligible.

Many of these approximations can signi�cantly a�ect the properties of the superconducting state

of unconventional superconductors.

There are many approximations in the standard Migdal-Eliashberg theory, and omitting them

all is an extremely di�cult and complicated task. Therefore, in my dissertation, I presented the

�rst steps to go beyond the standard Eliashberg scheme, namely I presented a self-consistent

analysis of the properties of the superconducting state, taking into account the electron and

phonon wave vector in the calculations and the non-adiabatic e�ects resulting from the vertex

corrections of the electron-phonon interaction.
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In the �rst step, I derived the Eliashberg equations dependent only on the electron momen-

tum, investigating the anisotropic properties of the superconducting state [19]. In this case, I

analyzed the superconducting state for a di�erent number of electron band �lls 〈n〉 ∈ 〈0,2; 1〉.
Then I presented the analysis of the superconducting state taking into account the independent

variables in Eliashberg's theory: the electron and phonon wave vector and the Matsubara fre-

quency [20]. In this case, due to the higher complexity of the system of equations, I assumed a

half-�lled electron band. The di�culty in studying both types of the discussed equations is to

take into account all the anisotropic properties of the tested materials. Therefore, I analyze a

relatively simple physical system: a two-dimensional square lattice. This allowed for a very de-

tailed study of the anisotropic properties of the superconducting state. The most important and

unprecedented result of this analysis in the literature is the information about the existence of

an unbalanced superconducting state when the dependence of the equations on the wave vector

is taken into account. An unbalanced superconducting state is a state for which the value of the

coupling constant in the diagonal self-energy channel is di�erent from the value of the coupling

constant in the Cooper channel (non-diagonal self-energy channel). In my doctoral dissertation,

I showed that the wave vector-dependent solutions of Eliashberg's equations are characterized by

signi�cant heterogeneity in the momentum space. This fact is very often overlooked in the discus-

sion of the superconducting state induced by the linear electron-phonon interaction. However, it

may be particularly important in a situation when the vertex corrections to the electron-phonon

interaction are large, because their signi�cance is determined by the momentum dependence of

the functions ∆k, Zk and χk, which are solutions to the Eliashberg equations [21, 22, 23, 24].

In the next stage, I took into account the commonly used theorem of Migdal [18], justifying

the omission of contributions from the vertex corrections of the electron-phonon interaction in

the Eliashberg equations. This theorem states that if the characteristic energy of phonons in

the examined physical system is much lower than the characteristic energy of electrons, then

the non-adiabatic e�ects are insigni�cant. However, studies of the superconducting state show

that there are systems such as fullerene systems [25, 26], the high-TC cuprates [27, 28, 29], the

heavy fermion compounds [30], the superconductors under high magnetic �elds [31] and low-

dimensional materials [32, 33, 34, 35, 36, 37], which do not meet the above condition, due to

the relatively low energy of electrons in relation to the energy of phonons, or a high value the

electron-phonon coupling constant. An example of a low-dimensional material in which a non-

adiabatic superconducting state is induced is the Li-hBN bilayer - a system composed of two

hexagonal planes consisting of boron and nitrogen atoms intercalated by lithium atoms [38].

Analysis of electron and phonon structures showed that this material has Fermi energy and

Debye frequency of εF = 417.58 meV and ωD = 165.56 meV, respectively [39, 40]. The coupling

between electrons and phonons reaches the value of λ = 1.17 [41]. Consequently, this leads to

a high value of the Migdal dimensionless ratio: λωD/εF ∼ 0.46. This result made me decide

to investigate the non-adiabatic superconducting state of Li-hBN using the generalized isotropic

Eliashberg equations available in the literature, taking into account the vertex corrections to the

electron-phonon interaction in the lowest order [42]. I compared the obtained results with the the

standard Eliashberg's formalism, showing that the properties of the superconducting state in this

type of materials should be determined with the use of formalism explicitly taking into account
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the vertex corrections, due to the risk of a signi�cant overestimation of the critical temperature

[43]. Besides, I proved on the example of the discussed compound that taking into account the

successive, higher orders of vertex corrections for the electron-phonon interaction is redundant

due to insigni�cant changes in the critical temperature.

The results obtained during the analysis of the non-adiabatic superconducting state promp-

ted me to go beyond the standard Eliashberg scheme, namely to determine the full Eliashberg

equations depending on momentum and energy and taking into account the vertex corrections

of the electron-phonon interaction in the lowest order. To derive the aforementioned system of

equations, I used the formalism of the thermodynamic Green functions, in this case developing

the Green matrix function with respect to the equations of motion of the Matsubara type in

the second order. These calculations led to a coherent, self-consistent model of a non-adiabatic

superconducting state, not present in the literature so far. The analysis of the presented equations

shows that omitting Migdal theorem not only causes the existence of additional terms in Eliash-

berg equations, corresponding to taking into account the next order of vertex corrections, but also

modi�es the standard terms of the equations under consideration. This result was not included

in the isotropic Eliashberg equations [4], which makes this result original and unconventional.



Streszczenie

Stan nadprzewodz¡cy jest zjawiskiem, które zadziwia i fascynuje naukowców od czasów jego

odkrycia w roku 1911 [1], a» po dzie« dzisiejszy. Teorie, opisuj¡ce stan nadprzewodz¡cy, takie

jak: ±redniopolowa teoria Bardeena, Coopera i Schrie�era (BCS) [2, 3] oraz jej uogólnienie, czyli

standardowa teoria Migdala-Eliashberga [4], byªy wielkim osi¡gni¦ciem �zyki ciaªa staªego. Mo-

dele te pozwoliªy opisa¢ wªa±ciwo±ci wielu nadprzewodników. Fakt ten wynika st¡d, »e bardzo

du»a grupa materiaªów posiada wzgl¦dnie prost¡ budow¦ strukturaln¡, co prowadzi do stosun-

kowo ªatwego opisu ich wªa±ciwo±ci elektronowych, fononowych i oddziaªywania elektron-fonon.

W zwi¡zku z tym, aby pokaza¢ jak wiele ró»nych ukªadów �zycznych mo»e by¢ opisanych stan-

dardow¡ (izotropow¡) teori¡ Migdala-Eliashberga, w pracy doktorskiej zaprezentowaªam analiz¦

stanu nadprzewodz¡cego w trzech materiaªach: BaGe3 [5, 6], HfH2 [7, 8] i Cr3RhN [9, 10, 11].

Nadprzewodniki te ró»ni¡ si¦ mi¦dzy sob¡ wieloma aspektami, takimi jak struktur¡ krystaliczn¡,

struktur¡ elektronow¡ oraz fononow¡. W pracy doktorskiej pokazaªam, »e ukªady te bardzo do-

kªadnie mog¡ zosta¢ opisane za pomoc¡ izotropowej teorii Migdala-Eliashberga, czyli takiej w któ-

rej samouzgodnienie rozwi¡za« równa« Eliashberga wyst¦puje jedynie wzgl¦dem energii elektro-

nowej oraz fononowej.

Nie wszystkie jednak nadprzewodniki wpisuj¡ si¦ w ramy opisu izotropowego. Istniej¡ ma-

teriaªy, dla których teoretycznie wyznaczone wªa±ciwo±ci stanu nadprzewodz¡cego nie zgadzaj¡

si¦ z wynikami do±wiadczalnymi. Spowodowane to mo»e by¢ zbyt daleko id¡cymi przybli»eniami

stosowanymi w standardowym formalizmie Eliashberga, takimi jak: przyj¦cie staªej elektronowej

g¦sto±ci stanów [12, 13], pomini¦cie zale»no±ci równa« Elishberga od elektronowego wektora falo-

wego (k) [14, 15], uzwgl¦dnienie pseudopotencjaªu kulombowskiego (µ?) - parametru, który dla ni-

skich warto±ci interpertowany jest jako efektywne oddziaªywanie Coulomba pomi¦dzy elektronami

[16, 17]. Warto równie» wspomnie¢ o przybli»eniu niesko«czenie szerokiego pasma elektronowego

oraz zaªo»eniu do poªowy wypeªninego pasma elektronowego [17]. Niebagatelne znaczenie ma te»

uwzgl¦dnienie twierdzenia Migdala [18], które zakªada, »e poprawki wierzchoªkowe do oddziaªy-

wania elektron-fonon s¡ nieistotne. Wiele z wymienionych czynników mo»e znacz¡co wpªywa¢ na

wªa±ciwo±ci stanu nadprzewodz¡cego niekonwencjonalnych nadprzewodników.

Przybli»e« wyst¦puj¡cych w standardowej teorii Migdala-Eliashberga wyst¦puje wiele, a po-

mini¦cie ich wszystkich jest zadaniem niezwykle trudnym i skomplikowanym. W zwi¡zku z tym

w pracy doktorskiej zaprezentowaªam pierwsze kroki wyj±cia poza standardowy schemat Eliash-

berga. Mianowicie przedstawiªam samouzgodnion¡ analiz¦ wªa±ciwo±ci stanu nadprzewodz¡cego

uwzgl¦dniaj¡c w obliczeniach elektronowy i fononowy wektor falowy oraz bior¡c pod uwag¦ efekty

nieadiabatyczne pochodz¡ce od poprawek wierzchoªkowych oddziaªywania elektron-fonon.
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W pierwszym kroku wyprowadziªam równania Eliashberga zale»ne jedynie od p¦du elek-

tronowego, badaj¡c anizotropowe wªa±ciwo±ci stanu nadprzewodz¡cego [19]. W tym przy-

padku przeanalizowaªam stan nadprzewodz¡cy dla zró»nicowanego wypeªnienia pasma elektrono-

wego 〈n〉 ∈ 〈0,2; 1〉. Nast¦pnie zaprezentowaªam analiz¦ stanu nadprzewodz¡cego uwzgl¦dniaj¡c

zmienne niezale»ne w teorii Eliashberga: elektronowy i fononowy wektor falowy oraz cz¦sto±¢

Matsubary [20]. W tym przypadku przyj¦ªam, ze wzgl¦du na wy»szy poziom skomplikowania

ukªadu równa«, do poªowy wypeªnione pasmo elektronowe. Trudno±¢ w badaniu obu typów oma-

wianych równa« polega na wzi¦ciu pod uwag¦ wszystkich anizotropowych wªa±ciowo±ci rozwa-

»anych materiaªów. Dlatego poddaªam analizie wzgl¦dnie prosty ukªad �zyczny: dwuwymiarow¡

sie¢ kwadratow¡. Pozwoliªo to na bardzo dokªadne zbadanie anizotropowych wªa±ciwo±ci stanu

nadprzewodz¡cego. Najwa»nejszym i niespotykanym dot¡d w literaturze wynikiem tej analizy

jest informacja o istnieniu niezbalansowanego stanu nadprzewodz¡cego w przypadku, gdy bierze

si¦ pod uwag¦ zale»no±¢ równa« od wektora falowego. Niezbalansowany stan nadprzewodz¡cy, to

stan dla którego warto±¢ staªej sprz¦»enia w kanale diagonalnym energii wªasnej jest ró»na od

warto±ci staªej sprz¦»enia w kanale Coopera (kanale niediagonalnym energii wªasnej). W pracy

doktorskiej wykazaªam, »e rozwi¡zania równa« Eliashberga zale»ne od wektora falowego charak-

teryzuj¡ si¦ istotn¡ niejednorodno±ci¡ w przestrzeni p¦du. Fakt ten jest bardzo cz¦sto pomijany

w rozwa»aniach dotycz¡cych stanu nadprzewodz¡cego indukowanego przez liniowe oddziaªywanie

elektron-fonon. Mo»e on by¢ jednak szczególnie wa»ny w sytuacji, gdy poprawki wierzchoªkowe do

oddziaªywania elektron-fonon s¡ du»e, poniewa» ich znaczenie determinowane jest przez zale»no±¢

p¦dow¡ funkcji ∆k, Zk oraz χk, b¦d¡cych rozwi¡zaniami równa« Eliashberga [21, 22, 23, 24].

W nast¦pnym etapie wzi¦ªam pod uwag¦ powszechnie stosowane twierdzenie Migdala [18],

uzasadniaj¡ce pomini¦cie w równaniach Eliashberga wkªadów pochodz¡cych od poprawek wierz-

choªkowych oddziaªywania elektron-fonon. Twierdzenie to mówi, »e je±li charakterystyczna ener-

gia fononów w badanym ukªadzie �zycznym jest du»o mniejsza od energii charakterystycznej

elektronów, to efekty nieadiabatyczne s¡ nieistotne. Jednak»e badania stanu nadprzewodz¡cego

pokazuj¡, »e istniej¡ ukªady, takie jak ukªady fullerenowe [25, 26], wysokotemperaturowe mie-

dziany [27, 28, 29], ci¦»ko-fermionowe zwi¡zki [30], nadprzewodniki znajduj¡ce si¦ pod wpªywem

silnego pola magnetycznego [31], czy te» niskowymiarowe materiaªy [32, 33, 34, 35, 36, 37], które

nie speªniaj¡ powy»szego warunku, ze wzgl¦du na relatywnie nisk¡ energi¦ elektronów w stosunku

do energii fononów, czy te» wysok¡ warto±¢ staªej sprz¦»enia elektron-fonon. Przykªadem nisko-

wymiarowego materiaªu, w którym indukuje si¦ nieadiabatyczny stan nadprzewodz¡cy, jest dwu-

warstwa Li-hBN - ukªad zªo»ony z dwóch heksagonalnych pªaszczyzn skªadaj¡cych si¦ z atomów

boru i azotu, interkalowanych atomami litu [38]. Analiza struktur elektronowych i fononowych

pokazaªa, »e materiaª ten posiada energi¦ Fermiego i cz¦sto±¢ Debye'a wynosz¡c¡ odpowiednio

εF = 417,58 meV i ωD = 165,56 meV [39, 40]. Sprz¦»enie pomi¦dzy elektronami i fononami

osi¡ga warto±¢ λ = 1,17 [41]. W konsekwencji prowadzi to do wysokiej warto±ci bezwymiarowego

stosunku Migdala: λωD/εF ∼ 0,46. Wynik ten sprawiª, »e postanowiªam zbada¢ nieadiabatyczny

stan nadprzewodz¡cy Li-hBN za pomoc¡ dost¦pnych w literaturze uogólnionych izotropowych

równa« Eliashberga, uwzgl¦dniaj¡cych poprawki wierzchoªkowe do oddziaªywania elektron-fonon

w najni»szym rz¦dzie [42]. Otrzymane rezultaty porównaªam z wynikami uzyskanymi w ramach

standardowego formalizmu Eliashberga, pokazuj¡c tym samym, »e wªa±ciwo±ci stanu nadprze-
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wodz¡cego w tego typu materiaªach powinny by¢ wyznaczone przy pomocy formalizmu jaw-

nie uwzgl¦dniaj¡cego poprawki wierzchoªkowe, ze wzgl¦du na ryzyko znacznego przeszacowania

temperatury krytycznej [43]. Poza tym udowodniªam na przykªadzie omawianego zwi¡zku, »e

uwzgl¦dnienie kolejnych, wy»szych rz¦dów poprawek wierzchoªkowych do oddziaªywania elektron-

fonon jest zb¦dne, ze wzgl¦du na nieznacz¡ce zmiany w temperaturze krytycznej.

Rezultaty uzyskane podczas analizy nieadiabatycznego stanu nadprzewodz¡cego skªoniªy mnie

do wyj±cia poza standardowy schemat Eliashberga, a mianowicie wyznaczenia peªnych równa«

Eliashberga zale»nych od p¦du i energii oraz uwzgl¦dniaj¡cych poprawki wierzchoªkowe oddzia-

ªywania elektron-fonon w najni»szym rz¦dzie. Do wyprowadzenia wspomnianego ukªadu równa«

wykorzystaªam formalizm termodynamicznych funkcji Greena, rozwijaj¡c w tym przypadku ma-

cierzow¡ funkcj¦ Greena wzgl¦dem równa« ruchu typu Matsubary w drugim rz¦dzie. Obliczenia te

doprowadziªy mnie do uzyskania spójnego, samouzgodnionego modelu nieadiabatycznego stanu

nadprzewodz¡cego, nie omawianego do tej pory w literaturze. Analiza przedstawionych równa«

pokazuje, »e pomini¦cie twierdzenie Migdala, nie tylko powoduje istnienie dodatkowych czªonów

w równaniach Eliashberga, odpowiadaj¡cych uwzgl¦dnieniu kolejnemu rz¦dowi poprawek wierz-

choªkowych, ale równie» mody�kuje standardowe czªony rozwa»anych równa«. Wyniku tego nie

uwzgl¦dniono w izotropowych równaniach Eliashberga [4], co czyni rezultat ten oryginalnym i

niekonwencjonalnym.
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Rozprawa doktorska dotyczy uogólnienia standardowej, izotropowej teorii Eliashberga [4],

powszechnie stosowanej do opisu wªa±ciwo±ci termodynamicznych stanu nadprzewodz¡cego indu-

kowanego przez oddziaªywanie elektron-fonon. W szczególno±ci teori¦ Eliashberga wykorzystuje

si¦ w przypadku pierwiastków lub zwi¡zków chemicznych wykazuj¡cych znaczne efekty retarda-

cyjne oraz sprz¦»eniowe [4]. Standardowy formalizm Eliashberga bierze pod uwag¦ jedynie liniowe

oddziaªywanie elektron-fonon [44, 45]. Pozostaªe oddziaªywania, istotne z �zycznego punktu wi-

dzenia, albo si¦ zupeªnie pomija, albo uwzgl¦dnia si¦ tylko w funkcji Eliashberga - stanowi¡cej

funkcj¦ wej±ciow¡ do równa« (np. oddziaªywanie spin-orbita [46, 47]). Oddziaªywanie kulom-

bowskie [16] wprowadza si¦ do modelu parametrycznie. Poza powy»szym istnieje równie» sze-

roka grupa nadprzewodników, w których wyst¦puj¡ inne czynniki, nieuwzgl¦dnione w standar-

dowym schemacie Eliashberga, które znacznie mody�kuj¡ wªa±ciwo±ci stanu nadprzewodz¡cego,

na przykªad znaczne efekty anizotropowe [14, 15, 25], anharmoniczne [48] lub nieadiabatyczne

[41, 49, 50, 51, 52]. W zwi¡zku z tym, materiaªy te nie mog¡ by¢ opisane w ramach standardo-

wego formalizmu Eliashberga. Ze wzgl¦du na to w pracy doktorskiej rozszerzyªam standardowy,

izotropowy opis stanu nadprzewodz¡cego, poprzez uwzgl¦dnienie wªa±ciwo±ci anizotropowych oraz

nieadiabatycznych.

Rozprawa doktorska skªada si¦ z czterech rozdziaªów.

W pierwszym rozdziale omówiªam szczegóªowo wyprowadzenie peªnych równa« Eliashberga

oraz stosowane przybli»enia doprowadzaj¡ce do ich postaci izotropowej. Ma to na celu wpro-

wadzenie czytelnika w formalizm Eliashberga oraz uªatwienie zrozumienia stosowanych uogól-

nie« zwi¡zanych z wyj±ciem poza standardowy schemat rozumowania. Nast¦pnie przedstawiªam

szczegóªow¡ analiz¦ wªa±ciwo±ci termodynamicznych stanu nadprzewodz¡cego uzyskan¡ w ra-

mach standardowych (izotropowych) równa« Eliashberga dla zwi¡zków: BaGe3, Cr3RhN oraz

HfH2. Jednym z gªównych celów zaprezentowanych rozwa»a« jest pokazanie czytelnikowi, »e izo-

tropowe równania Eliashberga poprawnie przewiduj¡ wªa±ciwo±ci stanu nadprzewodz¡cego dla

bardzo ró»norodnej grupy materiaªów. Jednak standardowy schemat Eliashberga nale»y stosowa¢

bardzo ostro»nie dla nale»ycie uzasadnionych przypadków.

Drugi rozdziaª po±wi¦cony jest omówieniu analizy anizotropowego stanu nadprzewodz¡cego.

Rozwa»ania zacz¦ªam od zaprezentowania procedury wyprowadzenia równa« Eliashberga samo-

uzgodnionych po wektorach falowych. Nast¦pnie przedstawiªam analiz¦ wªa±ciwo±ci termodyna-

micznych anizotropowego stanu nadprzewodz¡cego na modelowej, dwuwymiarowej sieci kwadra-

towej przyjmuj¡c szeroki zakres wypeªnienia pasma elektronowego 〈n〉 ∈ 〈0,2; 1〉.
W rozdziale trzecim zaprezentowaªam rozwa»ania dotycz¡ce peªnego modelu Eliashberga dla
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sieci kwadratowej. Rozwi¡zania równa« uzyskaªam w sposób samouzgodniony zarówno po p¦dzie,

jak i energii. Badania przeprowadziªam dla przypadku do poªowy wypeªnionego pasma elektro-

nowego, co pozwoliªo mi na wzi¦cie pod uwag¦ jedynie dwóch pierwszych z czterech równa«,

opisuj¡cych parametr porz¡dku oraz czynnik renormalizuj¡cy funkcj¦ falow¡.

Rozdziaª czwarty dotyczy analizy stanu nadprzewodz¡cego uwzgl¦dniaj¡cego efekty nieadia-

batyczne. Pod uwag¦ wzi¦ªam zwi¡zek Li-hBN, dla którego bezwymiarowy stosunek Migdala

przyjmuje wysok¡ warto±¢. Badania nieadiabatycznego stanu nadprzewodz¡cego w Li-hBN poka-

zaªy, »e nie nale»y spodziewa¢ si¦ wysokiej temperatury krytycznej przej±cia do stanu nadprzewo-

dz¡cego przewidywanej przez standardowy formalizm Eliashberga. Pomini¦cie efektów nieadia-

batycznych mo»e doprowadzi¢ do przeszacowania temperatury krytycznej nawet o okoªo 40%.

Dodatkowo w rozdziale zostaªo omówione wyprowadzenie peªnych równa« Eliashberga, które

uwzgl¦dniaj¡ efekty nieadiabatyczne, poprzez wzi¦cie pod uwag¦ poprawek wierzchoªkowych od-

dziaªywania elektron-fonon w najni»szym rz¦dzie. Ostatnia cz¦±¢ rozdziaªu czwartego dotyczy

analizy znaczenia poprawek wierzchoªkowych oddziaªywania elektron-fonon w wy»szych rz¦dach.

Prac¦ doktorsk¡ ko«czy podsumowanie omawiaj¡ce najistotniejsze wyniki otrzymane podczas

bada« prowadzonych w ramach rozprawy.

Dysertacja zawiera równie» obszerny spis literatury przedmiotu, spis rysunków oraz tabel

uj¦tych w pracy.



Rozdziaª 1

Formalizm Eliashberga

W rozdziale prezentuj¦ wyprowadzenie klasycznych równa« Eliashberga. Analiza ta jest znana

i szeroko omawiana w literaturze przedmiotu. Zdecydowaªam si¦ na zamieszczenie tego rozdziaªu

ze wzgl¦du na fakt, »e w dalszych cz¦±ciach rozprawy omawiam uogólnienie klasycznego formalizmu

Eliashberga. �atwiej wi¦c b¦dzie mo»na zrozumie¢ w jakim kierunku prowadz¦ rozwa»ania.

1.1 Wyprowadzenie peªnych równa« Eliashberga

Peªna teoria, opisuj¡ca wªa±ciwo±ci termodynamiczne fononowo-indukowanego nadprzewod-

nictwa, zostaªa przedstawiona w 1960 roku przez Gerasima Eliashberga [4]. Teoria ta pozwala

na opis wªa±ciwo±ci termodynamicznych stanu nadprzewodz¡cego na poziomie ilo±ciowym. Jest

jednym z najwi¦kszych osi¡gni¦¢ teoretycznych i gªównym narz¦dziem stosowanym w dziedzi-

nie fononowo-indukowanego nadprzewodnictwa. Eliashberg uogólniª model BCS na przypadki,

w których nale»y uwzgl¦dni¢ znaczne efekty retardacyjne i silno-sprz¦»eniowe. Efekty te wyst¦-

puj¡ w wi¦kszo±ci badanych obecnie materiaªach, takich jak ukªady znajduj¡ce si¦ pod dziaªaniem

wysokiego ci±nienia: H2S, H3S, LaH10, [53, 54, 55, 56], ukªady w¦glowe: grafen [32, 33, 57, 58],

fullereny (K3C60,RbC60) [25, 26], ukªady wielopasmowe: MgB2, CaC6 [59, 60] oraz ukªady nisko-

wymiarowe: silicen, fosforen, borofen [34, 36, 37, 61, 35], itp.

Równania Eliashberga wyprowadza si¦ wychodz¡c od hamiltonianu Fröhlicha. Operator ten

jawnie modeluje liniowe sprz¦»enie pomi¦dzy podukªadem elektronowym i fononowym [44, 45]:

H =
∑
kσ

εkc
†
kσckσ +

∑
q

ωqb
†
qbq +

∑
kqσ

gk,k+qc
†
k+qσckσ

(
b†−q + bq

)
. (1.1)

W powy»szym wyra»eniu εk okre±la funkcj¦ εk = εk − µ, która modeluje energi¦ pasmow¡ εk
jednocz¡stkowego stanu elektronowego, przy czym µ oznacza potencjaª chemiczny. Funkcja ωq

okre±la energi¦ drga« fononów (fononow¡ relacj¦ dyspersyjn¡). Symbole c(†)
kσ, b

(†)
q to operatory

anihilacji (kreacji) odpowiednio elektronu w stanie Blocha o p¦dzie k i spinie σ ∈ {↑, ↓} oraz

fononu o p¦dzie q.

Pierwszy czªon hamiltonianu Fröhlicha opisuje ruch elektronów w statycznej sieci krystalicznej

(tzw. model Drudego) [62]. Drugi czªon modeluje gaz nieoddziaªuj¡cych fononów (tzw. model
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Debye'a) [63]. Ostatni czªon charakteryzuje liniowe sprz¦»enie pomi¦dzy elektronami a fononami,

gdzie symbol gk,k+q reprezentuje elementy macierzowe oddziaªywania.

Zapisz¦ hamiltonian Fröhlicha w notacji macierzowej:

H =
∑
k

εkΨ†kτ3Ψk +
∑
q

ωqb
†
qbq +

∑
kq

gk,k+qΨ†k+qτ3Ψkφq, (1.2)

gdzie Ψ†k,Ψk to spinory Nambu, które przyjmuj¡ posta¢:

Ψ†k =
(
c†k↑ c−k↓

)
=

(
c†k↑ c−k↓

0 0

)
, (1.3)

Ψk =

(
ck↑

c†−k↓

)
=

(
ck↑ 0

c†−k↓ 0

)
. (1.4)

Zakªada si¦, »e operatory Ψk i Ψ†k speªniaj¡ relacj¦ antykomuntacji [64]:{
Ψk,Ψ

†
k′

}
= δkk′τ0, (1.5)

gdzie symbol δkk′ reprezentuje delt¦ Kroneckera [65]. Macierze Pauliego maj¡ posta¢ [66]:

τ0 =

(
1 0

0 1

)
, τ1 =

(
0 1

1 0

)
, τ2 =

(
0 −i
i 0

)
, τ3 =

(
1 0

0 −1

)
. (1.6)

Ostatni symbol w hamiltonianie (1.2) nazywa si¦ operatorem propagatora fononowego:

φq = b†−q + bq. (1.7)

W dalszych rozwa»aniach b¦d¦ wykorzystywa¢ równania ruchu dla funkcji termodynamicz-

nych [67]. W przypadku fermionowym równania przyjmuj¡ posta¢:

iωn 〈〈A|B〉〉iωn
= 〈{A,B}〉+ 〈〈[A,H] |B〉〉iωn

(1.8)

lub

iωn 〈〈A|B〉〉iωn
= 〈{A,B}〉 − 〈〈A| [B,H]〉〉iωn

, (1.9)

gdzie cz¦sto±ci Matsubary wyra»aj¡ si¦ wzorem: ωn = π
β (2n − 1), n ∈ Z. Z drugiej strony dla

bozonów równania ruchu wyra»aj¡ si¦ wzorami:

iωl 〈〈A|B〉〉iωl
= 〈[A,B]〉+ 〈〈[A,H] |B〉〉iωl

(1.10)

lub

iωl 〈〈A|B〉〉iωl
= 〈[A,B]〉 − 〈〈A| [B,H]〉〉iωl

, (1.11)

gdzie ωl = 2πl/β, l ∈ Z. Symbol β = 1/kBT . W powy»szym zapisie wyst¦puj¡ komutatory
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i antykomutatory:

[A,B] = AB −BA, {A,B} = AB +BA. (1.12)

W celu skonstruowania równa« Eliashberga, nale»y wyprowadzi¢ macierzowe równanie Dy-

sona. W pierwszym kroku de�niuje si¦ macierzow¡ funkcj¦ Greena:

〈〈
Ψk|Ψ†k

〉〉
iωn

=


〈〈
ck↑|c†k↑

〉〉
iωn

〈〈
ck↑|c−k↓

〉〉
iωn〈〈

c†−k↓|c
†
k↑

〉〉
iωn

〈〈
c†−k↓|c−k↓

〉〉
iωn

 .

Powy»ej temperatury krytycznej elementy diagonalne macierzy
〈〈

Ψk|Ψ†k
〉〉

iωn

determinuj¡ wªa-

±ciwo±ci stanu normalnego. Poni»ej TC wszystkie elementy odnosz¡ si¦ do stanu nadprzewodz¡-

cego. Wyprowadzenie równania Dysona [68] dla funkcji Greena
〈〈

Ψk|Ψ†k
〉〉

iωn

rozpoczyna si¦ od

skorzystania z pierwszego równania ruchu (1.8). Po wykonaniu rachunków otrzymaªam:

(iωnτ0 − εkτ3)
〈〈

Ψk|Ψ†k
〉〉

iωn

= τ0 +
∑
q

gk−q,kτ3

〈〈
Ψk−qφq|Ψ†k

〉〉
iωn

. (1.13)

W trakcie oblicze« wykorzystaªam nast¦puj¡ce zale»no±ci:[
Ψk,Ψ

†
kτ3Ψk′

]
= δkk′τ3Ψk′ , (1.14)

[
Ψk,Ψ

†
k′+qτ3Ψk′

]
= δkk′+qτ3Ψk′ . (1.15)

Nieznan¡ funkcj¦ Greena
〈〈

Ψk−qφq|Ψ†k
〉〉

iωn

z równania (1.13) obliczamy bior¡c pod uwag¦

drugie równanie ruchu (1.9). W trakcie oblicze« wykorzystaªam nast¦puj¡ce zale»no±ci:[
Ψ†k,Ψ

†
k′τ3Ψk′

]
= −Ψ†k′τ3δkk′ , (1.16)

[
Ψ†k,Ψ

†
k′+qτ3Ψk′

]
= −Ψ†k′+qτ3δkk′ . (1.17)

Po kilku prostych przeksztaªceniach dostajemy uzupeªniaj¡ce równanie ruchu:

(iωnτ0 − εkτ3)
〈〈

Ψk−qφq|Ψ†k
〉〉

iωn

=
∑
q′

gk,k+q′τ3

〈〈
Ψk−qφq|Ψ†k−q′φq′

〉〉
iωn

. (1.18)

Wprowadzamy oznaczenia pomocnicze:

Gk(iωn) =
〈〈

Ψk|Ψ†k
〉〉

iωn

,

G0k(iωn) = (iωnτ0 − εkτ3)−1.
(1.19)

Bior¡c pod uwag¦ wyra»enia (1.13) oraz (1.18) otrzymujemy równanie typu Dysona:

Gk(iωn) = G0k(iωn) +G0k(iωn)Mk(iωn)G0k(iωn). (1.20)

W powy»szym wyra»eniu symbolMk(iωn) nale»y uto»sami¢ z macierz¡ energii wªasnej, która dla
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oddziaªywania elektron-fonon ma posta¢:

Mk(iωn) =
∑
qq′

gk−q,kgk,k+q′τ3

〈〈
Ψk−qφq|Ψ†k+q′

φq′
〉〉

iωn

τ3. (1.21)

Funkcj¦
〈〈

Ψk−qφq|Ψ†k+q′
φq′
〉〉

iωn

nale»y upro±ci¢, w celu zastosowania metody samouzgodnie-

nia. Przechodz¦ do reprezentacji czasowej:

〈〈A|B〉〉τ = −〈TτA(τ)B(0)〉 , (1.22)

gdzie: A(τ) = eτHAe−τH , to operator zale»ny od czasu τ . Tτ reprezentuje operator chronolo-

gicznego ustawienia w czasie. Symbol 〈X〉 okre±la ±redni¡ termodynamiczn¡ (gdzie w miejsce X

nale»y wstawi¢ operator):

〈X〉 =
Tr(e−βHX)

Tr(e−βH)
, (1.23)

wielko±¢ Tr(Y ) oznacza ±lad macierzy Y . Zatem prawa strona równania (1.22) dana jest wyra»e-

niem:

〈TτA(τ)B(0)〉 = θ(τ)A(τ)B(0)− θ(−τ)B(0)A(τ), (1.24)

gdzie θ(τ) jest dystrybucj¡ Theta-Heaviside'a [65].

Zwracam uwag¦, »e zwi¡zek pomi¦dzy reprezentacj¡ czasow¡ i energetyczn¡ okre±la transfor-

macja Fouriera:

Gkσ(τ) =
1

β

∑
n

e−iωnτGkσ(iωn), (1.25)

Gkσ(iωn) =

∫ β

0
dτeiωnτGkσ(τ). (1.26)

Dodatkowo, z ortogonalno±ci bazy fourierowskiej wynika nast¦puj¡ca równo±¢:

1

β

∫ β

0
dτei(ωn−ωm)τ = δωnωm . (1.27)

Zatem interesuj¡ca nas funkcja Greena w reprezentacji czasowej ma posta¢:〈〈
Ψk−qφq|Ψ†k+q′

φq′
〉〉

τ
= −

〈
TτΨk−q(τ)φq(τ)Ψ†

k+q′
(0)φq′(0)

〉
. (1.28)

Stosuj¦ twierdzenie Wicka [68], które pozwala upro±ci¢ wyra»enie (1.28):〈
TτΨk−q(τ)φq(τ)Ψ†

k+q′
(0)φq′(0)

〉
'
〈
TτΨk−q(τ)Ψ†

k+q′
(0)
〉
δk−qk+q′

〈
Tτφq(τ)φq′(0)

〉
= δ−qq′

〈〈
Ψk−q|Ψ†k+q′

〉〉
τ

〈〈
φq|φq′

〉〉
τ
,

(1.29)

przy czym funkcja
〈〈
φq|φq′

〉〉
τ
reprezentuje propagator fononowy. W kolejnym kroku nale»y

wróci¢ do reprezentacji energetycznej:〈〈
Ψk−qφq|Ψ†k+q′

φq′
〉〉

iωn

' −δ−qq′
1

β

∑
ωl

Gk−q(iωl) 〈〈φq|φ−q〉〉iωn−iωl
. (1.30)
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Uwzgl¦dniaj¡c powy»sze wyra»enie w równaniu na operator masowy, otrzymaªam:

M(iωn) =
1

β

∑
ωl

∑
q

gk−q,kgk,k−qτ3Gk−q(iωm)τ3 〈〈φq|φ−q〉〉iωn−iωl
. (1.31)

Propagator fononowy obliczyªam w ramach modelu nieoddziaªuj¡cych fononów

(H =
∑

q ωqb
†
qbq), przy czym zaªo»yªam symetryczn¡ relacj¦ dyspersyjn¡ (ωq = ω−q). Jego

posta¢ jest nast¦puj¡ca:

〈〈φq|φ−q〉〉iωn−iωl
= − 2ωq

(ωn − ωl)2 + ω2
q

. (1.32)

Nast¦pnie zastosowaªam procedur¦ samouzgodnienia do energii wªasnej. Rozkªad operatora

masowego w bazie macierzy Pauliego ma posta¢:

Mk(iωn) = iωn[1− Zk(iωn)]τ0 + χk(iωn)τ3 + ϕk(iωn)τ1 + ϕk(iωn)τ2, (1.33)

gdzie parametr porz¡dku nale»y zde�niowa¢ wzorem:

∆k(iωn) =
ϕk(iωn) + iϕk(iωn)

Zk(iωn)
. (1.34)

W równaniu (1.33) symbol Zk(iωn) reprezentuje czynnik renormalizuj¡cy funkcj¦ falow¡. Fizycz-

nie funkcja Zk(iωn) wi¡»e si¦ bezpo±rednio z mas¡ efektywn¡ elektronu Zk(iωn) ∼ m?
e/me, gdzie

m?
e oznacza mas¦ efektywn¡ elektronu z uwzgl¦dnieniem oddziaªywania elektron-fonon, me re-

prezentuje mas¦ pasmow¡ elektronu. Wielko±¢ χk(iωn) nazywa si¦ funkcj¡ przesuni¦cia energii.

Funkcja ta renormalizuje energi¦ pasmow¡ elektronu. Wielko±ci ϕk(iωn) i ϕk(iωn) to niezrenorma-

lizowane funkcje parametru porz¡dku. W dalszych rozwa»aniach funkcj¦ ϕk(iωn) mo»na pomin¡¢,

poniewa» ϕk(iωn) = ϕk(iωn). Na podstawie tego co podaªam wida¢, »e parametr porz¡dku dla

stanu nadprzewodz¡cego jest du»o bardziej skomplikowany (funkcja o warto±ciach zespolonych)

ni» parametr uporz¡dkowania magnetycznego. Z tego powodu wi¡»e si¦ on z wielko±ciami mie-

rzalnymi fazy nadprzewodz¡cej w subtelniejszy sposób. Mianowicie, iloczyn ∆k(iωn=1)∆?
k(iωn=1)

nale»y powi¡za¢ z poªówkow¡ szeroko±ci¡ przerwy energetycznej na powierzchni Fermiego.

W kolejnym kroku wyznaczyªam jawn¡ posta¢ funkcji GreenaGk(iωn), w tym celu posªu»yªam

si¦ peªnym równaniem Dysona. St¡d:

G−1
k (iωn) = G−1

0k (iωn)−Mk(iωn). (1.35)

Wstawiam nast�epnie do powy»szego równania wzór (1.33):

G−1
k (iωn) =

(
iωnZk(iωn)− [εk + χk(iωn)] −ϕk(iωn)

−ϕk(iωn) iωnZk(iωn) + [εk + χk(iωn)]

)
. (1.36)

Wyznaczam funkcj¦ odwrotn¡ do funkcji G−1
k (iωn):

det[G−1
k (iωn)] = −[ωlZk(iωn)]2 − [εk + χk(iωn)]2 − [ϕk(iωn)]2 = −Dk(iωn). (1.37)
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St¡d:

Gk(iωn) = −D−1
k (iωn) [iωnZk(iωn)τ0 + [εk + χk(iωn)]τ3 + ϕk(iωn)τ1] . (1.38)

Podstawiaj¡c równanie (1.38) do wyra»enia (1.31) otrzymaªam:

Mk(iωn) =
1

β

∑
ωm,q

gk−q,kgk,k−q
iωmZk−q(iωm)

Dk−q(iωm)
τ0 〈〈φq|φ−q〉〉iωn−iωm

+
1

β

∑
ωm,q

gk−q,kgk,k−q
εk−q + χk−q(iωm)

Dk−q(iωm)
τ3 〈〈φq|φ−q〉〉iωn−iωm

− 1

β

∑
ωm,q

gk−q,kgk,k−q
ϕk−q(iωn)

Dk−q(iωm)
τ1 〈〈φq|φ−q〉〉iωn−iωm

.

(1.39)

Porównuj¡c wzór (1.39) ze wzorem (1.33) mo»na uzyska¢ ogóln¡ posta¢ równa« Eliashberga:

Zk(iωn) = 1 +
ωm
ωnβ

∑
ωm,q

gk−q,kgk,k−q
2ωq

(ωn − ωm)2 + ω2
q

ωmZk−q(iωm)

Dk−q(iωm)
, (1.40)

χk(iωn) = − 1

β

∑
ωm,q

gk−q,kgk,k−q
2ωq

(ωn − ωm)2 + ω2
q

εk−q + χk−q(iωm)

Dk−q(iωm)
, (1.41)

ϕk(iωn) =
1

β

∑
ωm,q

gk−q,kgk,k−q
2ωq

(ωn − ωm)2 + ω2
q

ϕk−q(iωn)

Dk−q(iωm)
, (1.42)

Podany powy»ej ukªad powinno si¦ uzupeªni¢ równaniem na potencjaª chemiczny:

〈n〉 = 1− 2

β

∑
k,m

εk + χk(iωm)

Dk−q(iωm)
. (1.43)

Równania Eliashberga tworz¡ nieliniowy ukªad algebraiczny, przy pomocy którego mo»na wy-

znaczy¢ paramter porz¡dku stanu nadprzewodz¡cego ∆k (iωn), czynnik renormalizuj¡cy funkcj¦

falow¡ Zk (iωn), funkcj¦ przesuni¦cia energii pasmowej χk (iωn) oraz potencjaª chemiczny µ.

Równa« (1.40)-(1.43) nie mo»na rozwi¡za¢ w sposób analityczny. Znane s¡ tylko samouzgod-

nione rozwi¡zania numeryczne w przybli»eniu izotropowym: ∆k(iωn)→ ∆(iωn) ≡ ∆n. Jakkol-

wiek ich uzyskanie nie jest proste i wymaga zastosowania skomplikowanych pakietów numerycz-

nych. W pracy doktorskiej wielokrotnie rozwi¡zywaªam izotropowe równania Eliashberga opie-

raj¡ce si¦ na oprogramowaniu stworzonym w zespole badawczym prowadzonym przez promotora

pracy doktorskiej prof. Radosªawa Szcz¦±niaka [69]. Mój wkªad w rozwój metod badawczych

opracowanych do analizy stanu nadprzewodz¡cego polegaª na samodzielnym opracowaniu spo-

sobu rozwi¡zywania peªnych równa« Eliasberga [20] oraz równa« Eliashberga w przybli»eniu

p¦dowym: ∆k(iωn)→ ∆k(iωn=1) ≡ ∆k [19].
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1.2 Izotropowy formalizm Eliashberga

Ogólna posta¢ równa« Eliashberga (1.40)-(1.43) jest bardzo skomplikowana, dlatego równania

upraszcza si¦ do modelu izotopowego. W tym celu:

(i) przyjmuje si¦ do poªowy wypeªnione pasmo elektronowe 〈n〉 = 1, wówczas χk(iωn) = 0 oraz

µ = 0. Nale»y zwróci¢ uwag¦, »e warunek 〈n〉 = 1 dla wi¦kszo±ci nadprzewodników wynika

z bardzo szerokiego pasma elektronowego;

(ii) zast¦puje si¦ sumowanie po wektorach falowych k caªkowaniem po energii ε, przy czym energi¦

ε eliminujemy korzystaj¡c w twierdzenia o residuach [70].

Wªa±ciwo±ci termodynamiczne stanu nadprzewodz¡cego s¡ analizowane wykorzystuj¡c nast¦-

puj¡ce równania Eliashbega okre±lone na osi urojonej [4]:

∆nZn = πkBT
M∑

m=−M

[K (iωn − iωm)− µ? (ωm)]√
ω2
m + ∆2

m

∆m, (1.44)

Zn = 1 + πkBT
M∑

m=−M

K (iωn − iωm)√
ω2
m + ∆2

m

ωm
ωn

. (1.45)

Funkcja K (z) przyjmuje posta¢:

K (z) = 2

∫ ωD

0
dω

ω

ω2 − z2
α2F (ω) , (1.46)

gdzie α2F (ω) oznacza funkcj¦ Eliashberga, która mo»e by¢ wyznaczona z eksperymentu tunelo-

wego lub przy pomocy teorii funkcjonaªu g¦sto±ci (DFT) [71]:

α2F (ω) =
1

2πρ (εF )

∑
qν

δ(ω − ωqν)
γqν
ωqν

(1.47)

oraz

γqν = 2πωqν

∑
ij

∫
d3k

ΩBZ
|gqν(k,i,j)|2δ(εq,i)δ(εk+q,j), (1.48)

przy czym ρ (εF ) oznacza elektronow¡ g¦sto±¢ stanów na powierzchni Fermiego, ΩBZ to obj¦to±¢

I strefy Brillouina.

Deparuj¡ce korelacje elektronowe s¡ modelowane funkcj¡: µ? (ωm) = µ?θ (ωC − |ωm|), gdzie µ?

to pseudopotencjaª kulombowski, a ωC oznacza cz¦sto±¢ odci¦cia. Parametr µ? jest dany wzorem

[16]:

µ? =
µ

1 + µ ln
(
ωe
ωph

) . (1.49)

Dodatkowo µ = ρ (εF )U , symbol U to caªka kulombowska. Wielko±ci ωe i ωph to odpowiednio

charakterystyczna cz¦sto±¢ elektronowa i fononowa.

Równania Eliashberga okre±lone na osi urojonej pozwalaj¡ wyznaczy¢ wprost wi¦kszo±¢ wªa-

±ciwo±ci termodynamicznych fazy nadprzewodz¡cej, jednak niekiedy wymagana jest bardziej sub-
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telna analiza. W celu okre±lenia �zycznej warto±ci parametru porz¡dku, nale»y rozwi¡za¢ rów-

nania Eliashberga w reprezentacji mieszanej. Równania Eliashberga w reprezentacji mieszanej

mo»na otrzyma¢ przy pomocy metody analitycznej kontynuacji [72]:

ϕ (ω + iδ) = πkBT
M∑

m=−M
[K (ω − iωm)− µ?θ (ωc − |ωm|)]

ϕm√
ω2
mZ

2
m + ϕ2

m

(1.50)

+ iπ

∫ +∞

0
dω′α2F

(
ω′
) [fBE (ω′) + fFD (ω′ − ω)]ϕ (ω − ω′ + iδ)√

(ω − ω′)2 Z2 (ω − ω′ + iδ)− ϕ2 (ω − ω′ + iδ)

+ iπ

∫ +∞

0
dω′α2F

(
ω′
) [fBE (ω′) + fFD (ω′ + ω)]ϕ (ω + ω′ + iδ)√

(ω + ω′)2 Z2 (ω + ω′ + iδ)− φ2 (ω + ω′ + iδ)

oraz

Z (ω + iδ) = 1 +
i

ω
πkBT

M∑
m=−M

K (ω − iωm)
ωmZm√

ω2
mZ

2
m + ϕ2

m

(1.51)

+
iπ

ω

∫ +∞

0
dω′α2F

(
ω′
) [fBE (ω′) + fFD (ω′ − ω)] (ω − ω′)Z (ω − ω′ + iδ)√

(ω − ω′)2 Z2 (ω − ω′ + iδ)− φ2 (ω − ω′ + iδ)

+
iπ

ω

∫ +∞

0
dω′α2F

(
ω′
) [fBE (ω′) + fFD (ω′ + ω)] (ω + ω′)Z (ω + ω′ + iδ)√

(ω + ω′)2 Z2 (ω + ω′ + iδ)− φ2 (ω + ω′ + iδ)
,

gdzie symbole fBE (ω) oraz fFD (ω) reprezentuj¡ odpowiednio funkcj¦ Bosego-Einsteina oraz

funkcj¦ Fermiego-Diraca.

Nale»y zauwa»y¢, »e wyniki uzyskane przy pomocy równa« Eliashberga, dla parametru po-

rz¡dku, mog¡ by¢ sparametryzowane w nast¦puj¡cy sposób:

∆n=1(T ) = ∆n=1(0)

√
1−

(
T

TC

)Γ

. (1.52)

Dodatkowo, czynnik renormalizuj¡cy funkcj¦ falow¡ mo»na w przybli»eniu odtworzy¢, korzystaj¡c

ze wzoru:

Zn=1(T ) = Zn=1(0) + [Zn=1(TC)− Zn=1(0)]

(
T

TC

)Γ

. (1.53)

Termodynamika stanu nadprzewodz¡cego jest caªkowicie zdeterminowana przez funkcj¦ para-

metru porz¡dku oraz czynnik renormalizuj¡cy funkcj¦ falow¡. Ró»nica energii swobodnej pomi¦-

dzy stanem nadprzewodz¡cym i normalnym wynosi:

∆F

ρ (εF )
= −2πkBT

M∑
n=1

[√
ω2
n + (∆n)2 − |ωn|

]Z(S)
n − Z(N)

n

|ωn|√
ω2
n + (∆n)2

 . (1.54)

W powy»szym wzorze symbole Z(S)
n i Z(N)

n reprezentuj¡ odpowiednio czynnik renormalizuj¡cy

funkcj¦ falow¡ dla stanu nadprzewodz¡cego (S) oraz normalnego (N).
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Znajomo±¢ zale»no±ci energii swobodnej od temperatury pozwala na oszacowanie kolejnych

istotnych wielko±ci termodynamicznych. W szczególno±ci termodynamiczne pole krytyczne jest

dane wzorem:
HC√
ρ (εF )

=

√
−8π

∆F

ρ (εF )
. (1.55)

Ró»nica ciepªa wªa±ciwego pomi¦dzy stanem nadprzewodz¡cym a normalnym ma posta¢:

∆C (T )

kBρ (εF )
= − 1

β

d2 [∆F/ρ (εF )]

d (kBT )2 . (1.56)

Ciepªo wªa±ciwe stanu normalnego mo»e by¢ okre±lone przy u»yciu formuªy:

CN/kBρ (εF ) = γS/β, gdzie γS = 2
3π

2(1 + λ) jest staª¡ Sommerfelda.

Bezwymiarowe parametry termodynamiczne stanu nadprzewodz¡ego wyznacza si¦ ze wzorów:

R∆ = 2∆(0)/kBTC , RC = ∆C(TC)/CN (TC) i RH = TCC
N (TC)/H2

C(0), gdzie ∆(0) ' ∆(T0)

oraz H2
C(0) ' H2

C(T0). Symbol T0 oznacza najni»sz¡ warto±¢ temperatury bran¡ pod uwag¦

w obliczeniach numerycznych. Standardowa teoria BCS przewiduje, »e stosunki te s¡ zawsze

staªe i wynosz¡ [2, 3]:

[R∆]BCS = 3,53, (1.57)

[RC ]BCS = 1,43,

[RH ]BCS = 0,168.

Tablica 1.1: Charakterystyka stanu nadprzewodz¡cego dla zwi¡zków omawianych
w rozdziale 1. Staª¡ sprz¦»enia elektron-fonon wyznacza si¦ ze wzoru
λ = 2

∫ ωD

0 dωα2F (ω)/ω, logarytmiczn¡ cz¦sto±¢ fononow¡ za pomoc¡ wyra»e-

nia ωln = exp
[
(2/λ)

∫ +∞
0 dω ln(ω)α2F (ω)/ω

]
oraz parametr r = kBTC/ωln.

Zwi¡zek Struktura λ ωln (meV) TC (K) r µ? R∆ RC RH

BaGe3

P63/mmc 0,73 10,548 4,0 0,033
0,122

3,68 1,55 0,168
Amm2 0,86 8,21 4,5 0,047 3,8 1,71 0,16
I4/mmm 0,86 10,01 5,5 0,047 3,8 1,75 0,158

Cr3RhN Pm3m 1,03 22,004
21,55 0,084 0,1 4,06 2,13 0,147
16,96 0,066 0,2 3,94 1,89 0,156
14,24 0,056 0,3 3,86 1,82 0,158

HfH2
Cmma 0,643 25,23 8,0 0,03

0,1
3,65 1,6 �

P21/m 0,871 20,0 13,0 0,06 3,87 1,86 �

Poni»ej zaprezentuj¦ szczegóªow¡ analiz¦ stanu nadprzewodz¡cego wykonan¡ w ramach izotro-

powego formalizmu Eliashberga. Wezm¦ pod uwag¦ stan nadprzewodz¡cy indukuj¡cy si¦ w ukªa-

dach takich jak: BaGe3, Cr3RhN oraz HfH2. W tabeli 1.1 przedstawiªam wybrane warto±ci pa-

rametrów stanu nadprzewodz¡cego tych zwi¡zków. �atwo mo»na zauwa»y¢, »e standardowy for-

malizm Eliashberga mo»e by¢ zastosowany do analizy fazy nadprzewodz¡cej istniej¡cej w bardzo
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ró»nych materiaªach. Jakkolwiek, w dalszych rozdziaªach pracy doktorskiej, zostanie pokazane,

»e izotropowe równania Eliashberga nale»y stosowa¢ bardzo ostro»nie.

1.2.1 Analiza stanu nadprzewodz¡cego w zwi¡zku BaGe3

Z technologicznego punktu widzenia zwi¡zki typu Ba-Ge s¡ intensywnie badane ze wzgl¦du

na ich mo»liwe zastosowania w urz¡dzeniach termoelektrycznych [73, 74]. Urz¡dzenia termo-

elektryczne s¡ opracowywane z my±l¡ o pozyskiwaniu energii ze ¹ródeª ciepªa odpadowego np.

z procesów przemysªowych lub chemicznych [75].

Jakkolwiek, zwi¡zki te, zwracaj¡ równie» uwag¦ ze wzgl¦du na interesuj¡ce niskotempera-

turowe wªa±ciwo±ci termodynamiczne, w tym nadprzewodz¡ce [76, 77]. W szczególno±ci, ukªad

Ba24Ge100 przechodzi w stan nadprzewodz¡cy w temperaturze 0,24 K [78, 79, 80] - analogicznie

do Ba24Si100. W zwi¡zku z tym odkryciem zostaªo przeprowadzonych wiele bada« dotycz¡cych

wªa±ciwo±ci �zycznych materiaªu Ba24Ge100 [81, 82]. Badania te dotyczyªy mi¦dzy innymi grze-

chotaj¡cych fononów (z ang. the rattling phonons) [74]. Drgaj¡ one z inn¡ cz¦stotliwo±ci¡ ni» ota-

czaj¡ce je �s¡siednie� fonony. Wprowadza to zaburzenie w harmonicznym drganiu caªego ukªadu.

Zjawisko to jest bardzo cz¦sto spotykane w zwi¡zkach klatkowych zªo»onych z du»ej liczby ato-

mów. Stwierdzono równie», »e obecno±¢ grzechotania zwi¦ksza temperatur¦ krytyczn¡ przej±cia

metal-nadprzewodnik oraz poprawia wªasno±ci termoelektryczne. Uwa»a si¦, »e wysokowydajna

konwersja termoelektryczna realizowana przez wyj¡tkowo nisk¡ przewodno±¢ ciepln¡ w tych ma-

teriaªach jest ±ci±le zwi¡zana z grzechotaj¡cymi fononami. Wyja±nienie tej koncepcji, jak równie»

jej zastosowanie w urz¡dzeniach termoelektrycznych, jest jednym z najbardziej intryguj¡cych za-

gadnie« badawczych ostatnich 20 lat [83, 74]. Zwró¢my uwag¦, »e stan nadprzewodz¡cy w zwi¡zku

Ba24Ge100 jest równie» indukowany przez grzechotaj¡ce fonony.

W innym przypadku, w zwi¡zku BaGe3 o strukturze krystalicznej P63/mmc zaobserwowano

eksperymentalnie indukcj¦ fazy nadprzewodz¡cej w temperaturze 4 K [84]. Stwierdzono rów-

nie» istnienie stanu nadprzewodz¡cego w zwi¡zkach typu CaGe3 oraz SiGe3, przy czym warto±¢

temperatury krytycznej zawiera si¦ w przedziale od 4 K do 7,4 K. Przeprowadzone obliczenia

ab initio wskazuj¡, »e omawiany materiaª nale»y do rodziny nadprzewodników o elektronowo-

fononowym mechanizmie parowania [85, 86]. Nadprzewodnictwo w zwi¡zku BaGe3 jest induko-

wane przez po±rednie sprz¦»enie elektron-fonon, które równowa»y nisk¡ warto±¢ logarytmicznej

cz¦sto±ci fononowej (patrz tabela 1.1). Maªa warto±¢ ωln wynika z du»ych mas (M) atomów Ba

i Ge (ωln ∼ 1/
√
M). Ksztaªt funkcji Eliashberga α2F (ω) dla struktury Amm2 zostaª pokazany na

rysunku 1.1 z lewej strony. Stwierdzono ponadto wysok¡ warto±¢ elektronowej g¦sto±ci stanów na

poziomie Fermiego (ρ(εF ) ∈ {3,02; 2,1; 1,73} eV−1 odpowiednio dla struktury P63/mmc, Amm2

oraz I4/mmm), która uªatwia tworzenie si¦ kondensatu par Coopera. Obliczenia przeprowadzono

w programie VASP przy u»yciu metody sko«czonych przemieszcze« (z ang. the �nite displacement

method) i za pomoc¡ programu ABINIT z zastosowaniem metody odpowiedzi liniowej (z ang. the

linear response method) [84, 5].

Dodatkowo dla zwi¡zku BaGe3 przeprowadzono równie» symulacje ci±nieniowe. Stwierdzono,

»e warto±¢ staªej sprz¦»enia elektron-fonon λ oraz temperatury krytycznej TC maleje wraz ze

wzorstem ci±nienia [5, 87]. Co ciekawe, pod wysokim ci±nieniem (nie przekraczaj¡cym 15 GPa),



Formalizm Eliashberga 26

0 10 20 300,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

2 F
(

)

 (meV)

 Amm2

15 30 45
0

2

4

 

 

n=
1 (

m
eV

)

C (meV)

 P63/mmc
 Amm2
 I4/mmm

Rysunek 1.1: (lewa strona) Izotopowa funkcja Eliashberga dla struktury Amm2 oraz
(prawa strona) zale»no±¢ parametru porz¡dku od charakterystycznej cz¦sto-
±ci fononowej (T = TC).

przewidziano mo»liwo±¢ krystalizacji BaGe3 w dwóch ró»nych strukturach: Amm2 oraz I4/mmm

[84, 5], które pozostaj¡ metastabilne nawet po wyrównaniu ci±nienia do ci±nienia normalnego.

Dwie nowoodkryte struktury Amm2 oraz I4/mmm maj¡ interesuj¡ce wªa±ciwo±ci. W obu indu-

kuje si¦ stan nadprzewodz¡cy odpowiednio w temperaturze krytycznej 4,5 K oraz 5,5 K. Faza

Amm2 jest dynamicznie stabilna. Skªada si¡ z klastrów zªo»onych z atomów Ge oraz trójk¡tnych

graniastosªupów, zbudowanych przez atomy Ba i interkalowanych atomami Ge [5]. Struktura ta

nie zostaªa zaobserwowana w »adnym innym zwi¡zku tej grupy, co wyró»nia faz¦ Amm2. Struk-

tura I4/mmm jest bardzo podobna do wcze±niej zaobserwowanej struktury zwi¡zków CaGe3 oraz

XSi3, gdzie X=Ca, Y i Lu [86]. W tej strukturze krystalicznej dimery Ge2 formuj¡ si¦ w kwa-

dratowe graniastosªupy. Przewidywania teoretyczne wskazuj¡, »e faza I4/mmm jest dynamicznie

stabilna w warunkach normalnych.

Najnowsze badania eksperymentalne dotycz¡ce zwi¡zku BaGe3 zostaªy przeprowadzone

w roku 2016 [88]. Ukªad zsyntetyzowano pod wysokim ci±nieniem i w wysokiej temperaturze

(p = 15 GPa, T = 1300 K) oraz zaobserwowano powstanie nowej struktury tI32. Stwierdzono

istnienie przewodnictwa elektrycznego typu metalicznego oraz przej±cie do stanu nadprzewodz¡-

cego w temperaturze 6,5 K, która do tej pory pozostaje najwy»sz¡ znan¡ temperatur¡ krytyczn¡

dla tego zwi¡zku.

W podrozdziale wyznacz¦ i omówi¦ wszystkie interesuj¡ce wªa±ciwo±ci termodynamiczne

stanu nadprzewodz¡cego indukuj¡cego si¦ w zwi¡zku BaGe3 dla struktur krystalicznych

P63/mmc, Amm2 oraz I4/mmm.

Oddziaªywanie elektron-fonon w zwi¡zku BaGe3 przyjmuje po±redni¡ warto±¢, co potwier-

dzaj¡ warto±ci staªej sprz¦»enia elektron-fonon: λ = 0,73, dla struktury P63/mmc oraz λ = 0,86

dla dwóch pozostaªych struktur: Amm2 oraz I4/mmm [5] (tabela 1.1). Z tego powodu do okre-

±lenia wªa±ciwo±ci termodynamicznych stanu nadprzewodz¡cego w badanych ukªadach wykorzy-

staªam izotropowy formalizm Eliashberga [2, 3]. Warto wspomnie¢, »e klasyczna teoria BCS

przewiduje poprawne wyniki jedynie w granicy sªabego sprz¦»enia elektron-fonon (λ < 0,3).

W rozwa»aniach przyj¦ªam warto±¢ pseudopotencjaªu kulombowskiego µ? = 0,122, która

zostaªa otrzymana poprzez dopasowanie TC do warto±ci eksperymentalnych [84]. W teorii

Eliashberga warto±¢ charakterystycznej cz¦sto±ci odci¦cia powinna zawiera¢ si¦ w przedziale
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Rysunek 1.2: Zale»no±¢ parametru porz¡dku od temperatury (wykres po lewej stronie).
Czynnik renormalizuj¡cy funkcj¦ falow¡ (wykres po prawej stronie). Wyniki
uzyskane w ramach formalizmu Eliashberga zostaªy oznaczone symbolami.
Ciemnoniebieskie ci¡gªe linie to parametryzacja rezultatów uzyskana na pod-
stawie wzorów (1.52) i (1.53).

ωc ∈ 〈3ωD, 10ωD〉. W obliczeniach przyj¦ªam ωc = 3ωD. Maksymalna cz¦sto±¢ fononowa jest

równa Ωmax = 30 meV, dla trzech rozwa»anych w pracy struktur krystalicznych.

Funkcja Eliashberga i pseudopotencjaª kulombowski reprezentuj¡ dwa parametry wej±ciowe

do równa« Eliashberga. W rozwa»anym ukªadzie funkcje Eliashberga zostaªy zast¡pione przez

odpowiadaj¡ce staªe sprz¦»enia (przedstawione w tabeli 1.1). Wprowadzono równie» charakte-

rystyczn¡ cz¦sto±¢ fononow¡ (ΩC), która peªni rol¦ parametru dopasowania modelu do danych

eksperymentalnych (do temperatury krytycznej). Analiz¦ wªa±ciwo±ci stanu nadprzewodz¡cego

rozpocz¦ªam od wyznaczenia charakterystycznej cz¦sto±ci fononowej ΩC korzystaj¡c z równania:

[∆n=1(ΩC)]T=TC = 0. Otrzymaªam nast¦puj¡ce warto±ci: 8,5 meV, 6,7 meV oraz 8,3 meV, od-

powiednio dla struktury P63/mmc, Amm2 oraz I4/mmm. Peªne wyniki numeryczne zostaªy

zaprezentowane na rysunku 1.1 z prawej strony.

Równania Eliashberga zostaªy rozwi¡zane numerycznie. Skorzystaªam z metody siecznych dla

ukªadu równa« nieliniowych. PrzyjeªamM = 1100, podobnie jak w pracach [8, 89, 90, 91]. Uzyska-

ªam odpowiedni¡ posta¢ rozwi¡za« równa« Eliashberga w przedziale temperatury od T0 = 0,6 K

do TC .

Równania Elishberga rozwi¡zaªam na osi urojonej. Zainteresowana byªam zale»no±ci¡ parame-

tru porz¡dku ∆n=1(T ) oraz czynnika renormalizuj¡cego funkcj¦ falow¡ Zn=1(T ) od temperatury

(rysunek 1.2). Jak wiadomo, parametr porz¡dku przyjmuje warto±ci zerowe dla T ≥ TC , co po-

zwala odtworzy¢ warto±¢ temperatury krytycznej. Odpowiednie warto±ci wynosz¡: TC = 4,0 K

dla P63/mmc, TC = 4,5 K dla Amm2 oraz TC = 5,5 K dla struktury I4/mmm.

Korzystaj¡c z równania (1.52) odtworzyªam posta¢ parametru porz¡dku, przyjmuj¡c: Γ = 3,3

dla P63/mmc i Γ = 3,35 dla pozostaªych struktur. Warto tutaj zaznaczy¢, »e w standardowej

teorii BCS, parametr Γ = 3 [92]. Dodatkowo, ∆n=1(0) ∈ {0,63; 0,73; 0,89} meV odpowiednio dla

P63/mmc, Amm2 oraz I4/mmm.

Na prawym rysunku 1.2 zaprezentowaªam czynnik renormalizuj¡cy funkcj¦ falow¡, którego

warto±ci nieznacznie wzrastaj¡ wraz ze wzrostem temperatury i osi¡gaj¡ maksimum w TC . War-
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Rysunek 1.3: Na górnym panelu termodynamiczne pole krytyczne. Na dolnym panelu ró»-
nica energii swobodnej pomi¦dzy stanem nadprzewodz¡cym a normalnym.

to±¢ ta jest porównywalna z warto±ci¡ uzyskan¡ przy pomocy wzoru: Zn=1(TC) = λ + 1. W ba-

danym przypadku: Zn=1(TC) = 1,73 dla struktury P63/mmc oraz Zn=1(TC) = 1,86 dla dwóch

pozostaªych struktur. Wyniki te s¡ zgodne z rezultatami numerycznymi, które otrzymaªam w ra-

mach formalizmu Eliashberga (rysunek 1.2). Dodatkowo, peªny przebieg czynnika renormalizuj¡-

cego funkcj¦ falow¡ odtworzyªam korzystaj¡c ze wzoru (1.53), gdzie Zn=1(0) = 1,72 dla P63/mmc

i Zn=1(0) = 1,84 dla pozostaªych struktur.

Nast¦pnie obliczyªam zale»no±¢ ró»nicy energii swobodnej pomi¦dzy stanem nadprzewodz¡-

cym i normalnym od temperatury, przy pomocy formuªy (1.54). Ujemne warto±ci ró»nicy energii

swobodnej dla caªego zakresu temperatur (T0 ≤ T ≤ TC), przedstawione na rysunku 1.3 (dolny

panel), potwierdzaj¡ termodynamiczn¡ stabilno±¢ fazy nadprzewodz¡cej dla rozwa»anych struk-

tur krystalicznych.

W kolejnym etapie wykorzystaªam wzór (1.55) w celu obliczenia termodynamicznego pola

krytycznego. Przebieg jego warto±ci w zale»no±ci od temperatury przedstawia rysunek 1.3 (górny

panel). Mo»na z niego wywnioskowa¢, »e warto±ci termodynamicznego pola krytycznego malej¡

wraz ze wzrostem temperatury, przy czym warto±¢ termodynamicznego pola krytycznego spada

do zera w TC . Wyniki przedstawione na rysunku s¡ zgodne z eksperymentem przeprowadzonym

dla struktury P63/mmc, w którym efekt Meissnera zaobserwowano w temperaturze T = 4,0 K

[84].

Korzystaj¡c z formuªy (1.56) wyznaczyªam ró»nic¦ ciepªa wªa±ciwego (∆C = CS−CN ) mi¦dzy

stanem nadprzewodz¡cym (S) i normalnym (N). Wyniki numeryczne zostaªy zaprezentowane na

rysunku 1.4. Przy wzro±cie temperatury wida¢ eksponencjalny wzrost ciepªa wªa±ciwego w stanie

nadprzewodz¡cym. Nast¦pnie w temperaturze krytycznej obserwujemy skok, po którym przebieg

ciepªa wªa±ciwego jest analogiczny do fazy nadprzewodz¡cej.

Kolejnym etapem oblicze« byªo rozwi¡zanie równa« Eliashberga w reprezentacji mieszanej.

Rozwi¡zuj¡c te równania, uzyskaªam funkcj¦ parametru porz¡dku i czynnika renormalizuj¡cego

funkcj¦ falow¡ na osi rzeczywistej co pozwala analizowa¢ efekty tªumienia. Otrzymanie �zycznej

warto±ci parametru porz¡dku jest mo»liwe przy u»yciu formuªy: ∆(T ) = Re[∆(ω = ∆(T ),T )]. Re-
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Rysunek 1.4: Ciepªo wªa±ciwe stanu nadprzewodz¡cego (CS) i normalnego (CN ) w funkcji
temperatury. Pionowa czerwona linia oznacza charakterystyczny skok ciepªa
w TC .

zultaty zostaªy przedstawione na rysunku 1.5. Ka»dy rz¡d wykresów odpowiada innej strukturze.

Przyj¦ªam zakres cz¦sto±ci od 0 do 50 meV. Przedziaª ten zostaª wybrany ze wzgl¦du na struk-

trur¦ funkcji Eliashberga podanej dla Amm2 [5], która przyjmuje warto±ci niezerowe w granicach

cz¦sto±ci od 2 do 30 meV. Na przedstawionych rysunkach wida¢, »e dla niskich cz¦sto±ci (poni»ej 8

meV), jedynie cz¦±¢ rzeczywista parametru porz¡dku przyjmuje warto±ci niezerowe. ±wiadczy to

o istnieniu par Coopera o niesko«czenie dªugim czasie »ycia [93]. Dla wy»szych cz¦sto±ci, rów-

nie» cz¦±¢ urojona parametru porz¡dku przyjmuje niezerowe warto±ci. Oznacza to istnienie par

Coopera o sko«czonym czasie »ycia. Szybki wzrost efektów tªumienia jest widoczny szczególnie

dla cz¦sto±ci od 8 meV do 30 meV, który wynika ze znacznego sprz¦»enia elektron-fonon w tym

przedziale.

Warto±ci numeryczne uzyskane dla parametru porz¡dku na osi rzeczywistej Re [∆(ω)] (rysu-

nek 1.5) s¡ zgodne z warto±ciami na osi urojonej ∆n=1 (rysunek 1.2), co potwierdza poprawno±¢

przeprowadzonych oblicze«.

W ostatnim kroku wyznaczyªam bezwymiarowe parametry termodynamiczne stanu nadprze-

wodz¡ego. Na podstawie wyników zawartych w tabeli 1.1 mo»na zauwa»y¢, »e rezulaty dla struk-

tury P63/mmc s¡ bliskie przewidywaniom teorii BCS podanym w poprzednim podrozdziale.

Wi¦ksze odst¦pstwa zaobserwowano dla dwóch pozostaªych struktur. Widoczne ró»nice s¡ bez-

po±rednio powi¡zane z obecno±ci¡ efektów retardacyjnych i silno-sprz¦»eniowych, które charakte-

ryzuje parametr r (uzyskane rezultaty zebraªam w tabeli 1.1). Dla struktury P63/mmc, r = 0,03

oraz r = 0,05 dla pozostaªych struktur (brak wpomnianych efektów w teorii BCS powoduje, »e

r → 0).
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Rysunek 1.5: Cz¦±¢ rzeczywista i urojona parametru porz¡dku dla wybranych warto±ci tem-
peratur.

1.2.2 Wªa±ciwo±ci termodynamiczne stanu nadprzewodz¡cego

w Cr3RhN

W zakresie niskich warto±ci temperatury niektóre zwi¡zki chemiczne o strukturze anty-

perowskitu charakteryzuj¡ si¦ interesuj¡cymi wªa±ciwo±ciami �zycznymi [94]. W szczególno±ci,

nale»y w tym miejscu zwróci¢ uwag¦ na MgCNi3, który przechodzi w stan nadprzewodz¡cy w tem-

peraturze okoªo 8 K [95, 96]. Okazuje si¦, »e obserwowana eksperymentalnie, stosunkowo wysoka,

jak na tego typu ukªady, warto±¢ temperatury krytycznej wynika z du»ego udziaªu w staªej sprz¦-

»enia elektron-fonon najni»szej gaª¦zi fononowej, charakteryzuj¡cej si¦ anomaln¡ dyspersj¡ wzdªu»

gªównych kierunków symetrii [97, 98, 99]. Jakkolwiek, ze wzgl¦du na du»¡ zawarto±¢ atomów ni-

klu w tym materiale, niektórzy badacze sugeruj¡ równie» wpªyw oddziaªywa« magnetycznych na

stan nadprzewodz¡cy [100].

Nale»y zauwa»y¢, »e wst¦pne rozwa»ania teoretyczne sugerowaªy porównywalne warto±ci tem-

peratury krytycznej (7-15 K) dla rodziny antyperowskitów Sc3XB (X=In, Tl, Ga, Al) [101]. Nie-

stety, w przypadku Sc3AlB pó¹niejsze obliczenia [102] wykazaªy skrajnie nisk¡ warto±¢ staªej

sprz¦»enia elektron-fonon (λ = 0,06), co w zasadzie wyklucza istnienie fazy nadprzewodz¡cej

w tym zwi¡zku chemicznym.

W przypadku izostrukturalnych kubicznych antyperowskitów XCNi3 (X=Cd, Zn, Al, Ga),

wªa±ciwo±ci nadprzewodz¡ce wykazuje tylko ukªad CdCNi3 [103]. W toku dalszych bada« stwier-

dzono, »e jest to nadprzewodnik o klasycznym fononowym mechanizmie parowania ze sprz¦»eniem

elektron-fonon o po±redniej warto±ci [104].
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Rysunek 1.6: Maksymalna warto±¢ parametru porz¡dku w funkcji temperatury dla wy-
branych warto±ci pseudopotencjaªu kulombowskiego. Rezultaty uzyskane w
ramach teorii Eliashberga reprezentuj¡ okr¦gi, wyniki analityczne uzyskane
na podstawie wzoru (1.52) oznaczono zielon¡ lini¡, wyniki teorii BCS - linia
czarna. Na wstawkach pierwsze dwie±cie warto±ci parametru porz¡dku na osi
urojonej dla wybranych warto±ci temperatury.

Poinformowano równie» o istnieniu stanu nadprzewodz¡cego w antyperowskicie ZnNNi3 [105,

106]. Niestety warto±¢ temperatury krytycznej jest bardzo niska (TC ∼ 3 K).

W literaturze przedmiotu szczególn¡ uwag¦ zwracaj¡ na siebie antyperowskity bazuj¡ce na

chromie o wzorach Cr3RhN oraz Cr3GaN, dla których przewidziano mo»liwo±¢ przej±cia w stan

nadprzewodz¡cy w temperaturze znacznie wy»szej ni» wynosi TC dla MgCNi3 [9]. Co wa»ne

wst¦pne wyniki potwierdzono ponownie teoretycznie dla zwi¡zku Cr3RhN w oparciu o peªnoska-

lowe obliczenia widma fononowego i parametru sprz¦»enia elektron-fonon [10]. W szczególno±ci

wykazano, »e dla zwi¡zku Cr3RhN temperatura krytyczna jest równa okoªo 17 K, co od strony

�zycznej nale»y wi¡za¢ z dwoma efektami: (i) wysok¡ warto±ci¡ elektronowej g¦sto±ci stanów na

poziomie Fermiego (w przypadku Cr3RhN wynosi ona 6,16 stany/eV, natomiast dla MgCNi3

otrzymano tylko 3,75 stany/eV) oraz (ii) istnieniem silnego sprz¦»enia pomi¦dzy elektronami i fo-

nonami o niskiej cz¦stotliwo±ci. W rezulacie staªa sprz¦»enia elektron-fonon dla zwi¡zku Cr3RhN

wynosi 1,03. Nale»y zauwa»y¢, »e drugi z omawianych zwi¡zków (Cr3GaN) nie charakteryzuje si¦

wysok¡ warto±ci¡ temperatury krytycznej. Obliczenia ab initio daªy oszacowanie TC na poziomie

okoªo 4 K, co wynika ze stosunkowo niskiej warto±ci staªej sprz¦»enia elektron-fonon (λ = 0,53)

[107]. Dodatkowo pokazano, »e przyªo»enie ci±nienia zewn¦trznego do Cr3GaN (p < 100 GPa)

powoduje spadek g¦sto±ci stanów na poziomie Fermiego i wzrost energii fononów, co skutkuje

monotonicznym spadkiem TC .

W podrozdziale zaprezentuj¦ wszystkie istotne parametry termodynamiczne stanu nadprze-

wodz¡cego indukuj¡cego si¦ w zwi¡zku Cr3RhN, który ma najwy»sz¡ warto±¢ temperatury kry-

tycznej w rozpatrywanej grupie materiaªów.

Rysunki 1.6 i 1.7 prezentuj¡ rozwi¡zania równa« Eliashberga na osi urojonej dla wybranych

warto±ci pseudopotencjaªu kulombowskiego i temperatury.

W szczególno±ci, na rysunku 1.6 wykre±liªam maksymaln¡ warto±¢ parametru porz¡dku ∆n=1
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Rysunek 1.7: Maksymalna warto±¢ czynnika renormalizuj¡cego funkcj¦ falow¡ w funkcji
temperatury dla wybranych warto±ci pseudopotencjaªu kulombowskiego. Re-
zultaty uzyskane w ramach teorii Eliashberga reprezentuj¡ okr¦gi, wyniki ana-
lityczne uzyskane na podstawie wzoru (1.53) oznaczono zielon¡ lini¡, wynik
teorii BCS - linia czarna. Na wstawkach pierwsze dwie±cie warto±ci czynnika
renormalizuj¡cego na osi urojonej dla wybranych temperatur.

w zakresie od T0 do TC . W ramach formalizmu Eliashberga osi urojonej warto±¢ ta najlepiej od-

twarza �zyczn¡ warto±¢ parametru porz¡dku. Wida¢, »e wedªug teorii Eliashberga wzrost pseu-

dopotencjaªu kulombowskiego obni»a temperatur¦ krytyczn¡ jednak nie tak drastycznie jak to

przewiduj¡ klasyczne wzory Allena-Dynesa [108] lub McMillana [109] (tabela 1.2). Uzyskane ró»-

nice w podej±ciu numerycznym i analitycznym wynikaj¡ z zastosowanych przybli»e« podczas

wyprowadzania formuª analitycznych. Przede wszystkim w przypadku wzorów Allena-Dynesa

i McMillana nale»y zwóci¢ uwag¦ na brak zale»no±ci pseudopotecjaªu kulombowskiego od cz¦-

sto±ci odci¦cia, co wra¹nie zawy»a destruktywny wpªyw deparuj¡cych korelacji elektronowych na

temperatur¦ krytyczn¡.

Peªna posta¢ funkcji ∆n=1 (T ) dla zwi¡zku Cr3RhN w podej±ciu Eliashberga wy-

ra¹nie ró»ni si¦ od krzywej przewidywanej przez teori¦ BCS [2, 3]. Uzyskane przeze

mnie wyniki numeryczne mo»na sparametryzowa¢ przy pomocy wzoru (1.52), gdzie:

∆n=1 (µ?) = 18,70 (µ?)2 − 14,32µ? + 4,96 oraz Γ = 3,4. Nale»y przypomnie¢, »e wykªadnik Γ

w teorii BCS wynosi 3 [92]. Dodatkowo na poziomie BCS obowi¡zuje uniwersalna zale»no±¢ pomi¦-

dzy warto±ci¡ parametru porz¡dku obliczon¡ w temperaturze zera Kelvinów ∆ (0) a temperatur¡

krytyczn¡ TC : R∆ = 3,53. Model Eliashberga przewiduje zauwa»alne odst¦pstwa wspóªczynnika

R∆ od wyniku BCS. W szczególno±ci, otrzymaªam R∆ ∈ {4,06; 3,94; 3,86}, odpowiednio dla

Tablica 1.2: Warto±ci temperatury krytycznej (TC) obliczone przy pomocy równa« Eliash-
berga, wzoru Allena-Dynesa (TAD

C ) [108] oraz wzoru McMillana (TMC
C ).

µ? Jednostka 0,1 0,2 0,3
TC K 21,55 16,96 14,24
TAD
C K 20,03 11,06 4,37
TMC
C K 18,60 10,53 4,22
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Rysunek 1.8: Cz¦±¢ rzeczywista i cz¦±¢ urojona parametru porz¡dku na osi rzeczywistej
dla wybranych warto±ci temperatury i pseudopotencjaªu kulombowskiego.
Szary obszar w tle odzwierciedla ksztaªt przeskalowanej funkcji Eliashberga
(7α2F (Ω)).

µ? ∈ {0,1; 0,2; 0,3}. Z �zycznego punktu widzenia zaobserwowane ró»nice pomi¦dzy przewidywa-

niami teorii BCS i Eliashberga wynikaj¡ z istnienia efektów retardacyjnych i silno-sprz¦»eniowych,

uwzgl¦dnionych poprawnie jedynie w formalizmie Eliashberga [110]. Wpªyw tych efektów na wªa-

±ciwo±ci stanu nadprzewodz¡cego mo»na scharakteryzowa¢ obliczaj¡c parametr r. Warto±¢ loga-

rytmicznej cz¦sto±ci fononowej ωln jest równa 22,004 meV. W granicy BCS otrzymujemy r = 0.

W przypadku Cr3RhN wyniki przyjmuj¡ warto±ci r ∈ {0,084; 0,066; 0,056}.
Nale»y zwróci¢ uwag¦, »e przebieg krzywej parametru porz¡dku wyznaczony na podstawie

wzoru (1.52) oraz teorii BCS zostaª równie» zaprezentowany na rysunku 1.6. Dodatkowo na wstaw-

kach wykre±liªam parametr porz¡dku na osi urojonej dla wybranych warto±ci T oraz przyj¦tych

w analizie warto±ci µ?.

Posta¢ rozwi¡zania drugiego z równa« Eliashberga (czynnika renormalizuj¡cego funkcj¦ fa-

low¡) zostaªa dokªadnie scharakteryzowana na rysunku 1.7, gdzie zamie±ciªam krzywe Zn=1 (T ).

W ramach teorii BCS czynnik renormalizuj¡cy funkcj¦ falow¡ przyjmuje warto±¢ jeden. Ozna-

cza to, »e model nie uwzgl¦dnia wpªywu oddziaªywania elektron-fonon na mas¦ pasmow¡ elek-

tronu me, w wyniku czego temperatura TC jest wyra¹nie przeszacowana, zwªaszcza w granicy

silnego sprz¦»enia. W przypadku zwi¡zku Cr3RhN maksymalne warto±ci czynnika renormalizu-

j¡cego lokuj¡ si¦ blisko dwójki. St¡d, masa efektywna elektronu poni»ej temperatury krytycznej

jest znacznie wy»sza ni» masa pasmowa elektronu: m?
e (T,µ?) = Zn=1 (T,µ?)me. Z drugiej strony

zwraca uwag¦ fakt, »e w przeciwie«stwie do parametru porz¡dku czynnik renormalizuj¡cy bar-
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Rysunek 1.9: Ró»nica energii swobodnej pomi¦dzy stanem nadprzewodz¡cym i normal-
nym w funkcji temperatury (dolne panele). Termodynamiczne pole krytyczne
w funkcji temperatury (górne panele).

dzo sªabo zale»y od temperatury oraz pseudopotencjaªu kulombowskiego. Maksymaln¡ warto±¢

funkcji Zn=1 (T,µ?) równ¡ 1 + λ = 2,03 mo»na zaobserwowa¢ zawsze w temperaturze krytycznej,

gdzie znika parametr porz¡dku przez co jest ona zupeªnie niezale»na od µ?.

Zale»no±¢ Zn=1 od temperatury i pseudopotencjaªu kulombowskiego mo»na sparame-

tryzowa¢ analitycznie, w sposób stosunkowo dokªadny, przy pomocy wzoru (1.53), gdzie:

Zn=1 (µ?) = −0,352 (µ?)2 + 0,256µ? + 1,959 oraz Zn=1 (TC) = 1 + λ. Odpowiednie krzywe wy-

kre±liªam na rysunku 1.7. Dodatkowo na wstawkach znajduj¡ si¦ jawne przebiegi czynnika renor-

malizuj¡cego funkcj¦ falow¡ na osi urojonej.

Nie wszystkie wªa±ciwo±ci stanu nadprzewodz¡cego mo»na wyznaczy¢ wprost w ramach forma-

lizmu Eliashberga osi urojonej. W szczególno±ci, nale»y tutaj wymieni¢ efekty tªumienia zwi¡zane

z cz¦±ci¡ urojon¡ parametru porz¡dku na osi rzeczywistej Im[∆ (ω)]. Z tego powodu uzyskane roz-

wi¡zania równa« Eliashberga nale»y analitycznie kontynuowa¢ na o± rzeczywist¡ (∆n → ∆ (ω)).

Na rysunku 1.8 zebraªam przebiegi parametru porz¡dku na osi rzeczywistej wyznaczone dla

wybranych warto±ci pseudopotencjaªu kulombowskiego i temperatury. W tle wykre±liªam przeska-

lowan¡ funkcj¦ Eliashberga, która daje szczególnie du»y wkªad do parametru porz¡dku w zakresie

ni»szych cz¦sto±ci. Jak wida¢ cz¦±¢ rzeczywista parametru porz¡dku ewoluuje zupeªnie odmiennie

ni» cz¦±¢ urojona funkcji ∆ (ω). Wynika to z faktu, »e wielko±¢ Re[∆ (ω)] determinuje �zyczn¡

warto±¢ parametru porz¡dku, natomiast Im[∆ (ω)] zwi¡zana jest z efektami tªumienia. Fizyczn¡

warto±¢ parametru porz¡dku mo»na obliczy¢ na podstawie równania: ∆ (T ) = Re [∆ (ω = ∆ (T ))].

Obliczenia numeryczne dowodz¡, »e uzyskane warto±ci parametru porz¡dku nieznacznie ró»ni¡

si¦ od warto±ci ∆n=1, co potwierdza poprawno±¢ wyników uzyskanych dla zwi¡zku Cr3RhN na

osi rzeczywistej. W przypadku cz¦±ci urojonej parametru porz¡dku ªatwo mo»na zauwa»y¢, »e dla

bardzo niskich cz¦sto±ci (do ∼ 15 meV) przyjmuje ona warto±¢ zero, co oznacza brak tªumienia.

Powy»ej nast¦puje gwaªtowny wzrost efektów tªumienia, szczególnie w zakresie cz¦sto±ci od okoªo

30 meV do okoªo 70 meV.
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Rysunek 1.10: Ciepªo wªa±ciwe stanu naprzewodz¡cego i ciepªo wªa±ciwe stanu normalnego
w funkcji temperatury. Pionowa przerywana linia wyznacza warto±¢ tempe-
ratury krytycznej.

Termodynamiczne pole krytyczne HC i ciepªo wªa±ciwe stanu nadprzewodz¡cego CS na-

le»y obliczy¢ na podstawie ró»nicy energii swobodnej pomi¦dzy stanem nadprzewodz¡cym i

normalnym (1.54). W szczególno±ci, warto±ci termodynamicznego pola krytycznego determi-

nuje formuªa (1.55). Maksymalne warto±ci stosunku HC/
√
ρ (εF ) ∈ {17,8; 13,3; 11,5} meV zo-

staªy wyznaczone odpowiednio dla µ? ∈ {0,1; 0,2; 0,3}. W przypadku ciepªa wªa±ciwego stanu

nadprzewodz¡cego najwygodniej jest skorzysta¢ ze wzoru (1.56). Numeryczne obliczenia daªy:

∆C (TC) /kBρ (εF ) ∈ {52,65; 36,76; 29,77} meV odpowiednio dla µ? ∈ {0,1; 0,2; 0,3}.
Wyniki wykre±liªam na rysunkach 1.9 i 1.10. Wida¢ bardzo wyra¹ny destruktywny wpªyw

deperuj¡cych korelacji elektronowych modelowanych pseudopotencjaªem kulombowskim na stan

nadprzewodz¡cy. Dodatkowo uzyskane funkcje termodynamiczne pozwalaj¡ obliczy¢ dwa bez-

wymiarowe parametry RH oraz RC , które wedªug modelu BCS przyjmuj¡ uniwersalne warto-

±ci 0,168 oraz 1,43. Ze wzgl¦du na znaczne efekty retardacyjne i silno-sprz¦»eniowe wyst¦pu-

j¡ce w zwi¡zku Cr3RhN, teoria Eliashberga przewiduje znaczne odst¦pstwa od wyników BCS:

RH ∈ {0,147; 0,156; 0,158} oraz RC ∈ {2,13; 1,89; 1,82}, odpowiednio dla µ? ∈ {0,1; 0,2; 0,3}.
Podsumowuj¡c, w podrozdziale wyznaczyªam wªa±ciwo±ci termodynamiczne stanu nadprze-

wodz¡cego indukuj¡cego si¦ w zwi¡zku Cr3RhN. Ze wzgl¦du na wysok¡ warto±¢ staªej sprz¦»enia

elektron-fonon (λ ∼ 1) rachunki przeprowadziªam w ramach izotropowego formalizmu Eliash-

berga, który jest naturalnym uogólnieniem teorii BCS.

Wyznaczona warto±¢ temperatury krytycznej zawiera si¦ w przedziale od okoªo 14 K do okoªo

22 K dla warto±ci pseudopotencjaªu kulombowskiego od 0,3 do 0,1. Z �zycznego punktu widze-

nia oznacza to, »e nawet w przypadku znacznych deparuj¡cych korelacji elektronowych TC jest

stosunkowo wysokie. Nale»y zauwa»y¢, »e klasyczne wzory na temperatur¦ krytyczn¡ przewiduj¡

du»o ni»sze warto±ci TC wynosz¡ce ∼ 4 K (µ? = 0,3). Powy»szy wynik zwi¡zany jest z drastycz-

nymi przybli»eniami stosowanymi przy wyprowadzaniu formuª analitycznych, w wyniku czego

wpªyw deparuj¡cych korelacji elektronowych na TC jest wyra¹nie zawy»ony.
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Rysunek 1.11: Zale»no±¢ parametru porz¡dku od charakterystycznej cz¦sto±ci fononowej
(T = TC).

Opieraj¡c si¦ na schemacie analizy zaproponowanym przez Eliashberga wyznaczyªam dodat-

kowo temperaturow¡ zale»no±¢ parametru porz¡dku. Uzyskana krzywa istotnie odbiega od krzy-

wej teorii BCS, co zwi¡zane jest ze znacznymi efektami retardacyjnymi i silno-sprz¦»eniowymi

wyst¦puj¡cymi w zwi¡zku Cr3RhN. Z tego samego powodu w stanie nadprzewodz¡cym bada-

nego materiaªu stosunek masy efektywnej elektronu do masy pasmowej elektronu wynosi okoªo 2.

Efekty retardacyjne i silno-sprz¦»enowe wpªywaj¡ równe» znacz¡co na takie wielko±ci jak termo-

dynamiczne pole krytyczne oraz ciepªo wªa±ciwe stanu nadprzewodz¡cego. W rezultacie nie mo»na

ich poprawnie obliczy¢ w ramach klasycznej teorii BCS. W najprostszy sposób ró»nice pomi¦dzy

przewidywaniami teorii Eliashberga i modelu BCS mo»na scharakteryzowa¢ wyznaczaj¡c warto±ci

bezwymiarowych stosunków R∆, RH i RC . W ramach podej±cia Eliashberga dla zwi¡zku Cr3RhN

uzyskaªam R∆ ∈ {4,06; 3,94; 3,86}, RH ∈ {0,147; 0,156; 0,158} oraz RC ∈ {2,13; 1,89; 1,82}), od-
powiednio dla µ? ∈ {0,1; 0,2; 0,3}.

1.2.3 Wysokoci±nieniowy stan nadprzewodz¡cy w HfH2

Wodór i zwi¡zki na bazie wodoru obecnie s¡ niezwykle popularne. Jednym z powodów stosun-

kowo du»ego zainteresowania tymi ukªadami jest mo»liwo±¢ indukowania fazy nadprzewodz¡cej.

Przypadek wodoru zasªuguje na szczególn¡ uwag¦, poniewa» analiza teoretyczna przewiduje

dla niego istnienie fononowo indukowanego stanu nadprzewodz¡cego. Stan ten powinien charak-

teryzowa¢ si¦ najwy»sz¡ warto±ci¡ temperatury krytycznej spo±ród wszystkich nadprzewodników.

Fakt ten wynika z maªej masy j¡dra wodoru, równej masie pojedynczego protonu (mp), która in-

dukuje wysok¡ cz¦sto±¢ Debye'a (ωD ∼
√

1/mp). Nale»y równie» zauwa»y¢, »e brak wewn¦trznych

powªok elektronowych powoduje dodatkowy efekt w postaci wzrostu warto±ci staªej sprz¦»enia

elektron-fonon [111, 112].

Pierwsz¡ prac¦ dotycz¡c¡ metalicznego wodoru opublikowali Wigner i Huntington w roku

1935 [113], w której zostaªo przewidziane, »e pod dziaªaniem ci±nienia p = 25 GPa stan izolatora

przeksztaªca si¦ w stan metaliczny. Nowsze badania teoretyczne sugeruj¡, »e ci±nienie metaliza-
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Rysunek 1.12: (A) Zale»no±¢ parametru porz¡dku od temperatury. (B) i (C) Zale»no±¢
czynnika renormalizuj¡cego funkcj¦ falow¡ od temperatury. Wyniki uzy-
skane w ramach formalizmu Eliashberga oznaczono za pomoc¡ symboli,
wyniki analityczne otrzymane na podstawie wzorów (1.52) i (1.53) repre-
zentuj¡ czerwone linie.

cji wodoru jest równe ∼ 400 GPa [114, 115], podczas gdy powy»ej 500 GPa metaliczny wodór

molekularny ulega dysocjacji do fazy atomowej [116]. Jakkolwiek, nie s¡ to wyniki potwierdzone

eksperymentalnie. W 1968 roku Ashcroft po raz pierwszy zwróciª uwag¦ na mo»liwo±¢ induk-

cji fazy nadprzewodz¡cej w wodorze metalicznym [117]. W szczególno±ci odpowiednie obliczenia

ab initio sugeruj¡, »e stan nadprzewodz¡cy w wodorze molekularnym tworzy si¦ dla ci±nienia

p ∼ 400 GPa [112, 118]. Ze wzgl¦du na trudno±¢ w osi¡gni¦ciu tak wysokich warto±ci ci±nienia,

naukowcy rozpocz¦li badania zwi¡zków na bazie wodoru. Wyniki sugeruj¡, »e teoretycznie wci¡»

mo»na uzyska¢ w takich materiaªach stosunkowo wysokie TC , jednak przy znacznie ni»szych war-

to±ciach ci±nienia [119, 120, 121, 122, 123, 124, 125, 126]. Efekt ten udaje si¦ osi¡gn¡¢ dzi¦ki

dodatkowemu sprz¦»eniu wodoru z ci¦»szymi pierwiastkami. W 2014 roku przedstawiono wyniki

eksperymentów dotycz¡cych istnienia stanu nadprzewodz¡cego w H2S oraz H3S, przy rekordowo

wysokiej warto±ci temperatury krytycznej (∼ 203 K) [53, 54]. Tym samym potwierdzono wcze-

±niejsze przewidywania teoretyczne dla tych materiaªów [89, 127, 128]. Najnowsze badania ekspe-

rymentalne dowodz¡ istnienia fazy nadprzewodz¡cej w ukªadzie C-S-H, o najwy»szej temperaturze

krytycznej (∼ 287,7 K), indukuj¡cej si¦ pod wpªywem ci±nienia p = 267 GPa [129]. Dodatkowo,

warto równie» wspomnie¢ o zwi¡zku LaH10, dla którego udowodniono istnienie stanu nadprze-

wodz¡cego o bardzo wysokiej warto±ci TC ∼ (250 − 260) K, przy ci±nienu p ∈ (170 − 200) GPa

[56, 55].

W zwi¡zku z powy»szym wa»ne jest przeprowadzenie dalszych bada« stanu nadprzewodz¡-

cego w ró»norodnych grupach materiaªów na bazie wodoru, np. dihydrydy, takie jak TiH2, ZrH2

i HfH2, które wykazuj¡ ±ciennie centrowan¡ tetragonaln¡ struktur¦ komórkow¡ (grupa prze-

strzenna I4/mmm).

Chocia» istnieje wiele publikacji teoretycznych i eksperymentalnych na temat zwi¡zku HfH2

[130], wªa±ciwo±ci stanu nadprzewodz¡cego tego materiaªu pod wysokim ci±nieniem nie byªy zba-
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Rysunek 1.13: Ró»nica energii swobodnej pomi¦dzy stanem nadprzewodz¡cym i normal-
nym w funkcji temperatury dla zwi¡zku HfH2 (dolne panele). Termodyna-
miczne pole krytyczne w funkcji temperatury (górne panele).

dane wystarczaj¡co uwa»nie. Fakt ten motywowaª badania przedstawione w podrozdzale. Pod

tym wzgl¦dem nale»y zwróci¢ uwag¦ na wyniki opublikowane w pracy [7], w której zbadano

wªa±ciwo±ci strukturalne i elektronowe wodorku hafnu pod ci±nieniem.

W omawianych pracach obliczenia potwierdziªy, »e rodzaj sieci krystalicznej, a tak»e prze-

strzenne rozmieszczenie atomów w HfH2 zmienia si¦ pod ci±nieniem zgodnie z nast¦puj¡cym

schematem: I4/mmm → Cmma → P21/m. Przy normalnym ci±nieniu wodorek hafnu przyj-

muje wspomnian¡ ju» tetragonaln¡ struktur¦ (I4/mmm). Przy okoªo 200 GPa zaobserwowano

prost¡ ortogonaln¡ struktur¦ Cmma. Przy dalszym wzro±cie ci±nienia, do okoªo 300 GPa, HfH2

krystalizuje do jednosko±nej struktury P21/m. W pracy [7] przedstawiono zakres TC dla wy»ej

wymienionych struktur krystalicznych. Dane te umie±ciªam w tabeli 1.3.

W podrozdziale zwery�kuj¦ powy»sze warto±ci temperatur, jak równie» przeanalizuj¦ wªa±ci-

wo±ci temodynamiczne stanu nadprzewodz¡cego w zwi¡zku HfH2. Po±rednie warto±ci oddziaªy-

wania elektron-fonon dla tego materiaªu potwierdzaj¡ warto±ci staªej sprz¦»enia elektron-fonon:

λ = 0,643 oraz λ = 0,871 dla dwóch rozwa»anych struktrur Cmma i P21/m. W rozwa»aniach

przyj¦ªam warto±¢ pseudopotencjaªu koulombowskiego µ? = 0,1. Warto±¢ ta jest zgodna z zaªo-

»eniami przyj¦tymi w pracy [7] oraz pozwala porówna¢ wyniki tam zawarte z rezultatami uzy-

skanymi w ramach formalizmu Eliashberga.

Dysponuj¡c dokªadnymi warto±ciami staªej sprz¦»enia elektron-fonon oraz pseudopotencjaªu

Tablica 1.3: Zakres temperatur krytycznych dla struktur krystaliczych zwi¡zku HfH2 przed-
stawionych w pracy [7].

Struktura I4/mmm Cmma P21/m
Ci±nienie 1 atm 200 GPa 300 GPa

TC 47 � 193 mK 5,99 � 8,16 K 10,62 � 12,8 K
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Rysunek 1.14: Zale»no±¢ ciepªa wªa±ciwego stanu nadprzewodz¡cego i normalnego dla
zwi¡zku HfH2 od temperatury. Pionowe linie wskazuj¡ poªo»enie skoku cie-
pªa wªa±ciwego w TC .

koulombowskiego okre±liªam �zyczne warto±ci charakterystycznej cz¦sto±ci fononowej ΩC . Roz-

wi¡zuj¡c równanie: [∆n=1(ΩC)]T=TC = 0 otrzymaªam nast¦puj¡ce warto±ci: ΩC = 18,58 meV dla

Cmma i ΩC = 16,31 meV dla struktury P21/m. Rezultaty zaprezentowaªam na rysunku 1.11.

Stabilno±¢ rozwi¡za« równa« Eliashberga zostaªa uzyskana dla 1100 cz¦sto±ci Matsubary

oraz dla T ≥ T0 = 2,5 K i T ≥ T0 = 2,75 K odpowiednio dla struktur Cmma i P21/m.

Ponadto ωC = 5Ωmax. Maksymalna cz¦sto±¢ fononowa jest równa Ωmax = 289,74 meV oraz

Ωmax = 340,37 meV odpowiednio dla Cmma i P21/m.

W celu scharakteryzowania wpªywu temperatury na parametr porz¡dku i czynnik renormali-

zuj¡cy funkcj¦ falow¡ nale»y wykre±li¢ zale»no±¢ ∆n=1 (T ) (rysunek 1.12 (A)) i Zn=1 (T ) (rysunek

1.12 (B), (C)). Na podstawie zaprezentowanych danych wida¢, »e parametr porz¡dku wyznacza

typowe krzywe dla przej±cia fazowego drugiego rodzaju, osi¡gaj¡c warto±¢ zero w temperaturze

krytycznej. Funkcje na rysunku 1.12 (A) mo»na sparametryzowa¢ przy pomocy wzoru (1.52),

gdzie Γ = 3,4 dla obydwu struktur. Funkcje pomocnicze maj¡ posta¢: ∆ (µ?) = 12,5µ? dla struk-

tury Cmma oraz ∆ (µ?) = 21,4µ? dla struktury P21/m. Odpowiednie krzywe zostaªy równie»

wykre±lone na rysunku 1.12 (A).

W przypadku funkcji Zn=1 (T ) (rysunek 1.12 (B)-(C)) mo»na zaobserwowa¢ jej nieznaczny

wzrost, co wynika ze sªabej zale»no±ci od temperatury. Maksymalna warto±¢ funkcji Zn=1 (T ) jest

obserwowana zawsze w temperaturze krytycznej. Z �zycznego punktu widzenia fakt ten oznacza,

»e masa efektywna elektronu (m?
e = Zn=1 (T )me) jest najwi¦ksza w TC .

Maksymalne warto±ci czynnika renormalizuj¡cego funkcj¦ falow¡ dla wybranych struk-

tur mo»na równie» uzyska¢ za pomoc¡ formuªy analitycznej: Zn=1 (TC) = λ + 1, gdzie

Zn=1 (TC) = 1,643 dla struktury Cmma oraz Zn=1 (TC) = 1,871 dla struktury P21/m.

Ponadto, zale»no±¢ czynnika renormalizuj¡cego funkcj¦ falow¡ od temperatury mo»na spa-

rametryzowa¢ analitycznie przy pomocy wzoru (1.53), gdzie Zn=1 (µ?) = 16,37µ? dla struktury

Cmma oraz Zn=1 (µ?) = 18,47µ? dla struktury P21/m. Odpowiednie krzywe zostaªy wykre±lone

na rysunkach 1.12 (B) i (C).
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Rysunek 1.15: Zale»no±¢ parametru porz¡dku od cz¦sto±ci na osi rzeczywistej w T = T0

dla struktury P21/m (A) oraz Cmma (B).

Nast¦pnie, korzystaj¡c z rozwi¡za« równa« Eliashberga na osi urojonej obliczyªam zale»-

no±¢ ró»nicy energii swobodnej pomi¦dzy stanem nadprzewodz¡cym a normalnym od tem-

peratury korzystaj¡c ze wzoru (1.54) [131]. Uzyskane rezultaty wykre±liªam na rysunku 1.13

(dolny panel). Ujemne warto±ci ró»nicy energii swobodnej w caªym zakresie temperatury a»

do TC ±wiadcz¡ o stabilno±ci termodynamicznej fazy nadprzewodz¡cej. Warto zauwa»y¢, »e

w przypadku struktury Cmma uzyskano ni»sz¡, co do warto±ci bezwzgl¦dnej, warto±¢ ró»-

nicy energii swobodnej (∆F (T0)/ρ (εF ) = −1,02 meV2), natomiast wy»sz¡ dla struktury P21/m

(∆F (T0)/ρ (εF ) = −3,71 meV2).

W nast¦pnym kroku wyznaczyªam warto±ci termodynamicznego pola krytycznego oraz ró»-

nicy ciepªa wªa±ciwego pomi¦dzy stanem nadprzewodz¡cym i normalnym korzystaj¡c ze wzorów

(1.55) i (1.56). Rezultaty zaprezentowaªam na rysunkach 1.13 (górny panel) i 1.14. Termody-

namiczne pole krytyczne maleje wraz ze wzrostem temperatury osi¡gaj¡c zerow¡ warto±¢ dla

T = TC . Maksymalne warto±ci rozwa»anej funkcji zostaªy zaprezentowane w tabeli 1.4.

Na rysunku 1.14 charakterystyczny skok ciepªa wªa±ciwego w temperaturze krytycznej dla

rozwa»anych struktur Cmma oraz P21/m zostaª oznaczony przez pionow¡ lini¦. Uzyskane wyniki

równie» zebraªam w tabeli 1.4.

Kolejnym etapem prezentowanych oblicze« byªo uzyskanie �zycznej warto±ci parametru po-

rz¡dku za pomoc¡ wzoru: ∆ (T ) = Re [∆ (ω = ∆ (T ) ,T )]. Przykªadowe przebiegi dla T0 = 2,75

K i T0 = 2,5 K odpowiednio dla struktury P21/m i Cmma zostaªy wykre±lone na rysunku 1.15.

Zakres rozwa»anej cz¦sto±ci zostaª wybrany od 0 do 30 meV. Mo»na zauwa»y¢, »e parametr po-

rz¡dku na osi rzeczywistej przyjmuje warto±ci zespolone, przy czym cz¦±¢ rzeczywista sªu»y do

wyznaczania �zycznej warto±ci parametru porz¡dku, a cz¦±¢ urojona okre±la efekty tªumienia

zwi¡zane z procesami dysypacyjnymi.

Analiza otrzymanych wyników pozwala na stwierdzenie, »e dla niskich cz¦sto±ci, niezerowe

warto±ci przyjmuje jedynie cz¦±¢ rzeczywista funkcji ∆(ω). Z czysto �zycznego punktu widzenia,

efekt ten mówi o istnieniu par Coopera o niesko«czenie dªugim czasie »ycia [93]. Z kolei dla

wy»szych cz¦stotliwo±ci niezerowa staje si¦ tak»e cz¦±¢ urojona funkcji parametru porz¡dku, co

determinuje sko«czony czas »ycia okre±lonej pary elektronów.

Wzrost temperatury powoduje, »e zale»no±¢ parametru porz¡dku od cz¦sto±ci przyjmuje mniej
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Rysunek 1.16: (A) Cz¦±¢ rzeczywista oraz cz¦±¢ urojona parametru porz¡dku na pªaszczy¹-
nie zespolonej dla wybranych warto±ci temperatury (struktura Cmma). (B)
Cz¦±¢ rzeczywista oraz cz¦±¢ urojona parametru porz¡dku na pªaszczy¹nie
zespolonej dla wybranych warto±ci temperatury (struktura P21m). Linie
z symbolami reprezentuj¡ rozwi¡zania od 0 do ωc.

skomplikowan¡ posta¢, dlatego te» dla wy»szych warto±ci temperatury, ∆(ω) mo»na równie» wy-

kre±li¢ na pªaszczy¹nie zespolonej. Uzyskane rezultaty przedstawiono na rysunku 1.16. Warto±ci

parametru porz¡dku tworz¡ charakterystyczne, zdeformowane spirale o malej¡cym wraz ze wzro-

stem temperatury promieniem.

W nast¦pnym kroku obliczyªam mas¦ efektywn¡ elektronu m?
e na podstawie wzoru:

m?
e = Re [[Z (T )]ω=0]me. (1.58)

Posta¢ czynnika renormalizuj¡cego funkcj¦ falow¡ na osi rzeczywistej dla T = T0 i T = TC wykre-

±liªam na rysunku 1.17. Uzyskane rezultaty dla masy efektywnej elektronu zebraªam w tabeli 1.4.

Tablica 1.4: Wybrane parametry okre±laj¡ce wªa±ciwo±ci termodynamiczne stanu nadprze-
wodz¡cego w HfH2.

Wielko±¢ Jednostka Cmma P21/m

HC(0)/
√
ρ(εF ) meV 5,1 9,7

∆C(TC)/kBρ(εF ) meV 11,9 25,6
∆(0) meV 1,25 2,14
m?
e me 1,643 1,871

R∆ 3,65 3,87
RC 1,6 1,86
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Rysunek 1.17: (A) i (B) zale»no±¢ czynnika renormalizuj¡cego funkcj¦ falow¡ od cz¦sto±ci
na osi rzeczywistej dla T = T0 oraz T = TC (struktura P21m). (C) i (D)
zale»no±¢ czynnika renormalizuj¡cego funkcj¦ falow¡ od cz¦sto±ci na osi rze-
czywistej dla T = T0 oraz T = TC (struktura Cmma).

W ostatnim kroku wyznaczyªam warto±ci bezwymiarowych parametrów: R∆ oraz RC (tabela

1.4). Otrzymane wyniki w przypadku struktury Cmma praktycznie pokrywaj¡ si¦ z przewidy-

waniami teorii BCS ([R∆]BCS = 3,53, [RC ]BCS = 1,43 [2], [3]), nieznaczne odst¦pstwa mo»na

zaobserwowa¢ dla struktury P21/m. Powy»sze rezultaty maj¡ zwi¡zek z niewielkimi efektami

retardacyjmymi i silno-sprz¦»eniowymi. Podczas analizy uzyskaªam nast¦puj¡ce warto±ci para-

metru r: 0,03 i 0,06 odpowiednio dla Cmma i struktury P21/m. Przypomn¦, »e w granicy BCS

otrzymuje si¦ r = 0.

Podsumowuj¡c w podrozdziale zostaªy wyznaczone wªa±ciwo±ci termodynamiczne stanu nad-

przewodz¡cego indukuj¡cego si¦ w dwóch wybranych strukturach zwi¡zku HfH2 znajduj¡cego si¦

pod dziaªaniem wysokiego ci±nienia. Obliczenia przeprowadziªam w ramach formalizmu Eliash-

berga, który stanowi gªówne narz¦dzie sªu»¡ce do opisu stanu nadprzewodz¡cego, indukowanego

przez oddziaªywanie elektron-fonon. Stwierdziªam, »e temperatura krytyczna przyjmuje niezbyt

wysokie warto±ci 8 K i 13 K, odpowiednio dla Cmma i struktury P21/m, przy czym µ? = 0,1.

Otrzymane rezultaty wynikaj¡ z niewysokich warto±ci staªej sprz¦»enia elektron-fonon. Niewielka

liczba bada« nad zwi¡zkiem HfH2 uniemo»liwia porównanie uzyskanych rezultatów z wynikami

eksperymentalnymi. Dodatkowo wykazano, »e nieznaczne efekty retardacyjne i silno-sprz¦»eniowe

nie powoduj¡ istotnych odst¦pstw warto±ci pozostaªych parametrów termodynamicznych od war-

to±ci przewidywanych przez teori¦ BCS. Bior¡c pod uwag¦ uzyskane wyniki, mo»na stwierdzi¢,

»e struktura P21/m wykazuje lepsze wªa±ciwo±ci nadprzewodz¡ce w porównaniu ze struktur¡

Cmma.



Rozdziaª 2

P¦dowa posta¢ równa« Eliashberga

W rozdziale omówi¦ sposób analizy wªa±ciwo±ci termodynamicznych stanu nadprzewodz¡cego

w granicy p¦dowej. Tego typu analiza jest bardzo skomplikowana numerycznie z uwagi na wymóg

samouzgodnienia po wektorach falowych.

2.1 Niezbalansowany stan nadprzewodz¡cy

Pod poj¦ciem niezbalansowanego stanu nadprzewodz¡cego rozumiemy stan nadprzewodz¡cy,

dla którego warto±¢ staªej sprz¦»enia w kanale diagonalnym energii wªasnej jest ró»na od warto±ci

staªej sprz¦»enia w kanale Coopera (kanaª niediagonalny energii wªasnej).

Niezbalansowany stan nadprzewodz¡cy mo»e wyst¦powa¢ w sytuacji, gdy oprócz liniowego

sprz¦»enia elektron-fonon pod uwag¦ brane jest dodatkowe oddziaªywanie. Przykªadowo stan

nadprzewodz¡cy indukowany przez oddziaªywanie elektron-fonon oraz �uktuacje spinowe posiada

efektywn¡ staª¡ sprz¦»enia w kanale diagonalnym (λD) równ¡: λph+λsf (dla symetrii typu s oraz

typu p), podczas gdy w kanale niediagonalnym otrzymujemy: λND = λph−λsf (symetria typu s)

lub λND = λsf (symetria typu p) [132, 133, 134, 135, 136, 137]. Symbole λph i λsf reprazentuj¡ od-

powiednio staª¡ sprz¦»enia elektron-fonon oraz staª¡ sprz¦»enia dla �uktuacji spinowych. Zwó¢my

uwag¦, »e w rozpatrywanym przypadku λD jest zawsze wi¦ksza od λND, co z �zycznego punktu

widzenia oznacza anomalny wzrost masy efektywnej elektronu: m?
e ∼ 1+λND, który prowadzi do

spadku warto±ci temperatury krytycznej: TC ∼ exp (−m?
e/λD) [110, 138]. Nie jest wi¦c to sytuacja

po»¡dana z punktu widzenia wysokich warto±ci TC . Z innym przypadkiem mamy do czynienia,

gdy liniowe oddziaªywanie elektron-fonon uzupeªnimy oddziaªywaniem elektron-elektron-fonon

wynikaj¡cym z istnienia silnych korelacji elektronowych modelowanych przez naw¦zªowe odpy-

chanie hubbardowskie [139]. Omawiany model mo»na próbowa¢ wykorzysta¢ do wytªumaczenia

anomalnej zale»no±ci parametru porz¡dku od temperatury oraz genezy powstawania pseudosz-

czeliny. Okazuje si¦, »e oddziaªywanie elektron-elektron-fonon równie» prowadzi do niezbalanso-

wania stanu nadprzewodz¡cego. Niezbalansowanie to ma skomplikowan¡ posta¢, gdy» λD zale»y

od ±redniej liczby elektronów na w¦¹le 〈n〉 wedªug wzoru: α0 + α1 〈n〉+ α2 〈n〉2, natomiast λND
ma posta¢: α0 + α1 〈n〉, gdzie αi to odpowiednio zde�niowane wspóªczynniki [140]. Nale»y za-

uwa»y¢, »e jawna zale»no±¢ efektywnych staªych sprz¦»enia λD i λND od 〈n〉 jest bezpo±redni¡
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Rysunek 2.1: Schemat modelowej sieci kwadratowej. Zielone kropki oznaczaj¡ w¦zªy sieci,
w których znajduj¡ si¦ atomy. Na czerwono zaznaczono komórk¦ elementarn¡
wraz z atomem centralnym (oznaczonym jako �0") oraz kolejno ponumerowa-
nymi jego najbli»szymi s¡siadami (na niebiesko - caªka przeskoku). Wektory
bazowe: a1 = [1,0] i a2 = [0,1].

przyczyn¡ wygaszania stanu nadprzewodz¡cego w pobli»u do poªowy wypeªnionego pasma elek-

tronowego, gdy» dla dostatecznie du»ego α2 dominuj¡cy staje si¦ wyraz α2 〈n〉2. Warto podkre±li¢,

»e efekt ten standardowo obserwowany jest w miedzianach [141, 142]. Oczywi±cie peªne zrozu-

mienie wªa±ciwo±ci stanu nadprzewodz¡cego w miedzianch wymaga dodatkowo mi¦dzy innymi

uwzgl¦dnienia zale»no±ci funkcji sprz¦»enia od wektora falowego, co prowadzi do parametru po-

rz¡dku zale»nego od wektora falowego k [143, 144]. W ramach formalizmu Eliashberga zale»no±¢

funkcji sprz¦»enia od k mo»na modelowa¢ poprzez odpowiedni¡ faktoryzacj¦ funkcji spektralnej

[145]: α2F (k,k′,ω) ' α2Fs (ω) +α2Fd (ω) Ψd (k) Ψd (k′), gdzie pierwszy czªon reprezentuje sªabe

parowanie w kanale typu s, a drugi zasadnicze parowanie w kanale typu d - najprawdopodobniej

wynikaj¡ce z istnienia silnych korelacji elektronowych. Mo»na pokaza¢, »e uwgl¦dnienie anizo-

tropii funkcji sprz¦»enia prowadzi do niezbalansowania stanu nadprzewodz¡cego, przy czym ze

wzgl¦du na inn¡ ±redni¡ k¡tow¡ zachodzi λND > λD [145, 146, 147].

W literaturze przedmiotu istnieje tylko jedna praca napisana przez Cappelluti i Ummarino

[148], w ramach której zaprezentowano systematyczne badania nad efektami niezbalansowanego

sprz¦»enia. W szczególno±ci wybrano przypadek niezbalansowanego stanu nadprzewodz¡cego in-

dukuj¡cego si¦ w ukªadzie trójwymiarowym dla do poªowy wypeªnionego pasma elektronowego.

Dodatkowo zaªo»ono staª¡ warto±¢ funkcji sprz¦»enia elektron-bozon oraz pomini¦to zale»no±¢ pa-

rametru porz¡dku od wektora falowego. Uzyskane rezultaty dowodz¡, »e dla przypadku λND > λD

obserwuje si¦ silny wzrost warto±ci temperatury krytycznej, przy czym w ukªadzie mo»na wyin-

dukowa¢ równie» zbalansowany stan nadprzewodz¡cy oraz niezbalansowany stan nadprzewodz¡cy

o niskiej warto±ci TC (λND < λD).

Prezentowane tutaj badania stanowi¡ kolejny krok w kierunku systematycznego badania wªa-

±ciwo±ci niezbalansowanego stanu nadprzewodz¡cego. Do analizy wybraªam stan nadprzewodz¡cy

indukuj¡cy si¦ w ukªadzie dwuwymiarowym. Jest to szczególnie interesuj¡cy przypadek bior¡c pod
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Rysunek 2.2: Warto±¢ γC w zale»no±ci od ±redniej liczby elektronów przypadaj¡cych na w¦-
zeª sieci. Przyj¦to wybrane g oraz T = T0. Dwie szare linie reprezentuj¡ zbiory
warto±ci γ dla których wyznaczono wªa±ciwo±ci termodynamiczne stanu nad-
przewodz¡cego.

uwag¦ wyniki eksperymentalne otrzymane dla ukªadów kwazi-dwuwymiarowych [141, 142, 143].

W rozwa»aniach zaªo»yªam, »e stan nadprzewodz¡cy indukowany jest przez liniowe oddziaªywanie

elektron-fonon [44, 45, 149]. Dodatkowo nale»y wzi¡¢ pod uwag¦ zale»no±¢ parametru porz¡dku

od wektora falowego ze wzgl¦du na to, »e jawnie uwzgl¦dniam elektronow¡ i fononow¡ relacj¦

dyspersyjn¡ dla sieci kwadratowej.

2.2 Wyprowadzenie p¦dowych równa« Eliashberga

Równania Eliashberga w ogólnej postaci ((1.40)-(1.42)) s¡ zbyt skomplikowane by mo»na

je byªo rozwi¡za¢ numerycznie dla dostatecznie g¦stej siatki wektora falowego (M ×M , gdzie

M = 500). Problem polega na tym, »e liczba równa« Eliashberga jest równa liczbie punktów siatki

wektora falowego przemno»onej przez liczb¦ cz¦sto±ci Matsubary (typowo bierze si¦ pod uwag¦ kil-

kaset cz¦sto±ci [69, 150]). Z tego powodu w pierwszym etapie wzi¦ªam pod uwag¦ równania Eliash-

berga niezale»ne od cz¦sto±ci Matsubary, przy czym nie narzucam konkretnej zale»no±ci rozwi¡za«

od wektora falowego. W szczególno±ci skorzystaªam z przybli»e«: (i) ϕk (iωn)→ ϕk (iωn=1) ≡ ϕk,
Zk (iωn) → Zk (iωn=1) ≡ Zk oraz χk (iωn) → χk (iωn=1) ≡ χk. (ii) Nast¦pnie sprowadziªam

ogólne równania Eliashberga do takiej postaci by mo»na byªo wykona¢ sumowanie:

1

β

[∑
ωm

1

Ek − iωm
+
∑
ωm

1

Ek + iωm

]
= tanh

(
βEk

2

)
. (2.1)
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Rysunek 2.3: U±rednione watro±ci parametru porz¡dku (a), czynnika renormalizuj¡cego
funkcj¦ falow¡ (b) oraz funkcji przesuni¦cia energii pasmowej (c) w zale»-
no±ci od ±redniej liczby elektronów przypadaj¡cych na w¦zeª sieci. Przyj¦to
g = t oraz T = T0. Wyniki uzyskane dla γ = γ1 oraz γ = γ2.

Je»eli w równaniu wyst¦powaªa cz¦sto±¢ ωm, która uniemo»liwiaªa obliczenie sumy (2.1) to przy-

bli»yªam j¡ w standardowy sposób: ωm ' ωm=1 = π
β . (iii) Na tej samej zasadzie upro±ciªam j¡dro

paruj¡ce oddziaªywania elektron-fonon: Kkq (ωn − ωm) = 2g2
k,k+q

ωq

(ωn−ωm)2+ω2
q
→ 2g2

ωq
.

Nale»y zwróci¢ uwag¦, »e powy»sze przybli»enia powoduj¡, »e obliczona warto±¢ temperatury

krytycznej jest wy»sza ni» w przypadku, gdy TC wyznaczone zostaªoby przy pomocy ogólnych

równa« Eliashberga. Niemniej jednak fakt ten nie ma wpªywu na zasadnicze wyniki zaprezento-

wane w rozdziale.

Ostatecznie p¦dowe równania Eliashberga przyjmuj¡ posta¢:

ϕk =
2g2

M

∑
q

1

ωq

ϕk−q
Z2
k−q

S (Ek−q) , (2.2)

Zk = 1 + γ
2g2

M

∑
q

1

ωqZk−q
S (Ek−q) , (2.3)

χk = −γ 2g2

M

∑
q

1

ωq

χk−q + εk−q − µ
Z2
k−q

S (Ek−q) , (2.4)

〈n〉 = 1− 2

M

∑
k

χk + εk − µ
Z2
k

S (Ek) , (2.5)

gdzie:

Ek =

√(
χk + εk − µ

Zk

)2

+

(
ϕk
Zk

)2

(2.6)
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Rysunek 2.4: Parametr porz¡dku dla czterech wybranych warto±ci dotowania. Przyj¦to
g = t, T = T0 oraz γ = γ2. Równania rozwi¡zano dla sieci M × M , gdzie
M = 500. Wy»sze warto±ci M nie powoduj¡ zmiany warto±ci 〈∆〉.

oraz

S (Ek) =
tanh

(
βEk

2

)
2Ek

. (2.7)

Parametr γ ∈ 〈0,1〉 wyznacza stopie« niezbalansowania. W rozdziale rozpatruj¦ równie» warto±ci

±rednie rozwi¡za«, których de�nicje maj¡ posta¢: 〈∆〉 = 1
M

∑
k(ϕk/Zk), 〈Z〉 = 1

M

∑
k Zk oraz

〈χ〉 = 1
M

∑
k χk.

2.3 Wyniki uzyskane dla sieci kwadratowej

Energi¦ stanów elektronowych modeluje si¦ stosuj¡c teori¦ ciasnego wi¡zania dla atomów

w stanie równowagi, bior¡c pod uwag¦ przeskoki elektronów do pierwszych (t) najbli»szych s¡sia-

dów (rysunek 2.1):

εk = −2t [cos (kx) + cos (ky)] . (2.8)

Fononowa dyspersja dla sieci kwadratowej wyra»a si¦ wzorem:

ωq = ω0

√
2− cos (qx)− cos (qy), (2.9)

gdzie ω0 to staªa spr¦»ysto±ci.
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Rysunek 2.5: Czynnik renormalizuj¡cy funkcj¦ falow¡ dla czterech wybranych warto±ci do-
towania. Przyj¦to g = t, T = T0 oraz γ = γ2. Równania rozwi¡zano dla sieci
M ×M , gdzie M = 500.

Obliczenia numeryczne przeprowadziªam przyjmuj¡c ω0 = 0,15 t oraz staªe warto±ci sprz¦»enia

elektron-fonon: g ∈ {0,5; 1; 1,5} t.
Na rysunku 2.2 zaprezentowaªam najistotniejszy rezultat rozdziaªu. Otó» w przypadku zba-

lansowanym (γ = 1) liniowe oddziaªywanie elektron-fonon nie jest w stanie wyindukowa¢ stanu

nadprzewodz¡cego na sieci kwadratowej dla »adnej warto±ci 〈n〉. W szczególno±ci, na rysunku 2.2

wykre±liªam zale»no±¢ krytycznej warto±ci parametru γ od dotowania dla minimalnej tempera-

tury T0 wynosz¡cej 8,62·10−8 t. Przez warto±¢ krytyczn¡ parametru niezbalansowania rozumiemy

t¡ warto±¢ γ, w której zanika stan nadprzewodz¡cy w ukªadzie (czyli dla γ ≥ γC stan nadprze-

wodz¡cy jest nieobecny). Na podstawie zaprezentowanych danych wida¢ co prawda, »e warto±¢

ta ro±nie wraz z dotowaniem i osi¡ga maksimum dla do poªowy wypeªnionego pasma, niemniej

jednak γC zawsze jest mniejsze od jeden i to niezale»nie od przyj¦tego g. Nale»y zwróci¢ uwag¦, »e

zanik stanu nadprzewodz¡cego dla γ ≥ γC spowodowany jest przede wszystkim przez zbyt du»¡

mas¦ efektywn¡ elektronu bezpo±rednio powi¡zan¡ z warto±ci¡ czynnika renormalizuj¡cego funk-

cj¦ falow¡. Uzyskane rezultaty mo»na otrzyma¢ jedynie w przypadku, gdy równania Eliashberga

rozwi¡zywane s¡ w sposób samouzgodniony wzgl¦dem k. Rezygnacja z samouzgodnionego spo-

sobu analizy zaganienia prowadzi do znacznego przeszacowania TC , co poci¡ga za sob¡ indukcj¦

stanu nadprzewodz¡cego równie» w przypadku zbalansowanym [151].

Wªa±ciwo±ci termodynamiczne niezbalansowanego stanu nadprzewodz¡cego bardzo silnie za-

le»¡ od przyj¦tej zale»no±ci parametru γ od dotowania. W analizie wzi¦ªam pod uwag¦ dwa

najbardziej naturalne przypadki. W pierwszym zaªo»yªam, »e parametr niezbalansowania jest
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Rysunek 2.6: Funkcja przesuni¦cia energii pasmowej dla czterech wybranych warto±ci do-
towania. Przyj¦to g = t, T = T0 oraz γ = γ2. Równania rozwi¡zano dla sieci
M ×M , gdzie M = 500.

równy poªowie warto±ci γC dla do poªowy wypeªnionego pasma (γ1 = 0,5 [γC ]〈n〉=1). W drugim

przypadku przyj¦ªam, »e parametr niezbalansowania zale»y od dotowania i jest równy poªowie

warto±ci γC odpowiadaj¡cej danemu wypeªnieniu pasma (γ2 = 0,5 [γC ]〈n〉) - patrz równie» szare

linie na rysunku 2.2. Pierwszy przypadek odpowiada sytuacji, w której niezbalansowanie jest

stosunkowo silne oraz wpªywa tym bardziej destruktywnie na faz¦ nadprzewodz¡c¡ im mniejsze

jest wypeªnienie pasma. Warto zwróci¢ uwag¦, »e w rozpatrywanej sytuacji stan nadprzewodz¡cy

zaniknie dla 〈n〉 = 0,418 (patrz na szar¡ przerywan¡ lini¦ na rysunku 2.2). Natomiast w dru-

gim przypadku parametr niezbalansowania zawsze jest poni»ej krytycznej warto±ci i w zasadzie

odtwarza zale»no±¢ od dotowania γC (〈n〉).
Na rysunku 2.3 zaprezentowaªam wpªyw dotowania na u±rednione po wektorze falowym roz-

wi¡zania równa« Eliashberga. Wida¢, »e dla pierwszego przypadku (γ = γ1) przebieg funkcji

termodynamicznych jest typowy. W szczególno±ci parametr porz¡dku osi¡ga maksimum dla do

poªowy wypeªnionego pasma elektronowego. Z drugiej strony przypadek γ = γ2 daje zupeªnie

niestandardow¡ zale»no±¢ parametru porz¡dku od dotowania z maksimum dla 〈n〉 ∼ 0,5 (krop-

kowana szara linia na rysunku 2.3 (a)). Fizycznie oznacza to, »e jawna zale»no±¢ parametru

niezbalansowania od dotowania mo»e prowadzi¢ do nieklasycznego diagramu fazowego dla stanu

nadprzewodz¡cego.

Nale»y zwróci¢ uwag¦, »e liniowe oddziaªywanie elektron-fonon nie mo»e prowadzi¢ do induk-

cji stanu nadprzewodz¡cego o silnej anizotropii np. typu d. Niemniej jednak zale»no±¢ parametru

porz¡dku od wektora falowego mo»e by¢ znaczna powoduj¡c, »e funkcja ∆k b¦dzie istotnie nie-
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jednorodna w przestrzeni p¦dowej. Ten ciekawy fakt zilustrowaªam na rysunku 2.4 wykre±laj¡c

przykªadowe warto±ci paramteru porz¡dku w funkcji k. Wida¢, »e szczególnie du»¡ niejednorod-

no±¢ posiada paramter porz¡dku dla 〈n〉 = 0,5. Nale»y podkre±li¢, »e niejednorodne s¡ równie»

funkcje Zk i χk (rysunki 2.5 i 2.6).
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Rysunek 2.7: Zale»no±¢ u±rednionych rozwi¡za« równa« Eliashberga od temperatury
(g = t). Wyniki uzyskano przy zaªo»eniu γ = γ2 dla 〈n〉 = 0,9 oraz 〈n〉 = 0,5.
Czarne kule odpowiadaj¡ teorii BCS.

W ostatnim kroku analizy przebadaªam zale»no±¢ u±rednionych rozwi¡za« równa« Eliash-

berga od temperatury. Zgodnie z oczekiwaniami siln¡ zale»no±¢ temperaturow¡ wykazuje tylko

parametr porz¡dku charakteryzuj¡cy przej±cie fazowe drugiego rodzaju. Jakkolwiek, zale»no±¢ ta

mo»e bardzo odbiega¢ od przewidywa« klasycznej teorii BCS (zobacz rysunek 2.7). Nale»y przy-

pomnie¢, »e w ±redniopolowym modelu BCS [92] uzyskujemy przebieg parametru porz¡dku od

temperatury wedªug wzoru (podanego ju» w rozdziale 1):

∆ (T ) = ∆ (0)

√
1−

(
T

TC

)Γ

, (2.10)

przy czym R∆ = 3,53 oraz Γ = 3. Zwraca uwag¦ fakt, »e dla przebiegu zaprezentowanego

na rysunku 2.7 dla 〈n〉 = 0,9 stosunek R∆ wynosi 4,23, natomiast wyniki z rysunku 2.7 dla

〈n〉 = 0,5 daj¡ 4,86. Przyrost warto±ci parametru R∆ (zwi¡zany z obni»on¡ wymiarowo±ci¡

badanego ukªadu) w stosunku do kanonicznej warto±ci BCS wynosi maksymalnie ∼ 0,5 [152].

Pozostaªe wkªady do R∆ wynikaj¡ z efektów silno-sprz¦»eniowych uwzgl¦dnionych w formalizmie

Eliashberga.

Podsumowuj¡c, w rozdziale wykazaªam, »e liniowe oddziaªywanie elektron-fonon o staªej war-

to±ci funkcji sprz¦»enia g nie jest w stanie wyindukowa¢ stanu nadprzewodz¡cego na sieci kwa-

dratowej. Z �zycznego punktu widzenia fakt ten wynika ze zbyt du»ej warto±ci masy efektywnej

elektronu. Uzyskany rezultat nie oznacza, »e analizuj¡c stan nadprzewodz¡cy w ukªadach dwu-

wymiarowych lub kwazi-dwuwymiarowych oddziaªywanie elektron-fonon mo»na pomin¡¢. Wr¦cz

przeciwnie, nale»y je analizowa¢ wspólnie z innymi typami oddziaªywa« (np. z silnymi korelacjami

elektronowymi [153]), co prowadzi¢ mo»e do ró»nych staªych sprz¦»enia w kanale diagonalnym
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i niediagonalnym energii wªasnej. W konsekwencji indukowa¢ si¦ mo»e niezbalansowany stan nad-

przewodz¡cy, którego wªa±ciwo±ci zale»e¢ b¦d¡ równie» od sprz¦»enia elektron-fonon.

W trakcie przeprowadzonej analizy pokazaªam, »e jawna zale»no±¢ parametru niezbalansowa-

nia od dotowania mo»e prowadzi¢ do nieklasycznego diagramu fazowego ∆−〈n〉. W konsekwencji

caªa termodynamika badanego ukªadu mo»e by¢ nieklasyczna.

Opieraj¡c si¦ na metodzie polegaj¡cej na samouzgodnionej analizie równa« Eliashberga wzgl¦-

dem k wykazaªam, »e funkcje ∆k, Zk oraz χk charakteryzowa¢ si¦ mog¡ istotn¡ niejednorodno±ci¡

w przestrzeni p¦du. Fakt ten jest cz¦sto pomijany w rozwa»aniach zwi¡zanych ze stanem nad-

przewodz¡cym indukowanym przez liniowe oddziaªywanie elektron-fonon. Wydaje si¦, »e mo»e on

by¢ szczególnie wa»ny w sytuacji gdy poprawki wierzchoªkowe do oddziaªywania elektron-fonon

s¡ du»e [25, 50, 51, 52], gdy» ich znaczenie determinowane jest przez zale»no±¢ p¦dow¡ funkcji

∆k, Zk oraz χk.

W ostaniej cz¦±ci rozdziaªu zwróciªam uwag¦ na fakt, »e zale»no±¢ parametru porz¡dku od

temperatury dla niezbalansowanego stanu nadprzewodz¡cego mo»e istotnie odbiega¢ od przewi-

dywa« klasycznej teorii BCS.



Rozdziaª 3

Peªne równania Eliashberga

dla do poªowy wypeªnionego pasma

elektronowego

Przestawi¦ analiz¦ wªa±ciwo±ci stanu nadprzewodz¡cego na sieci kwadratowej w mo»liwie naj-

bardziej dokªadny sposób. W rozdziale rozwi¡zaªam ukªad równa« Eliashberga w sposób samouzgod-

niony (samouzgodnienie po p¦dzie i energii elektronu). Uzyskane rezultaty rzucaj¡ nowe ±wiatªo

na fononowo-indukowany stan nadprzewodz¡cy w niskowymiarowych materiaªach.

3.1 Wprowadzenie

W rozdziale w ramach formalizmu Eliashberga [4, 110] ustaliªam wªa±ciwo±ci �zyczne

fononowo-indukowanego stanu nadprzewodz¡cego na sieci kwadratowej. Wst¦pne wyniki, uzy-

skane w granicy przybli»enia p¦dowego (przybli»enie to zaniedbuje samouzgodnienie po cz¦sto-

±ciach Matsubary), zaprezentowaªam w poprzednim rozdziale oraz w publikacji [19]. Wykazaªam,

»e w przypadku staªej warto±ci funkcji sprz¦»enia elektron-fonon (gq ∼ g) zbalansowany stan

nadprzewodz¡cy na sieci kwadratowej nie mo»e si¦ tworzy¢.

Celem bada«, których wyniki zebraªam w rozdziale, byªo uzyskanie jak najdokªadniejszych

informacji o wªa±ciwo±ciach �zycznych fononowo-indukowanego stanu nadprzewodz¡cego na sieci

kwadratowej. Dlatego równania Eliashberga dla do poªowy wypeªnionego pasma elektronowego [4]

rozwi¡zaªam w sposób w peªni samouzgodniony wzgl¦dem elektronowego wektora falowego oraz

cz¦sto±ci Matsubary. W rozwa»aniach uwzgl¦dniªam funkcj¦ sprz¦»enia elektron-fonon jawnie za-

le»n¡ od fononowego przekazu p¦du pomi¦dzy stanami elektronowymi [154]. Nale»y tutaj zwróci¢

uwag¦, »e w tak dokªadny sposób równania Eliashberga na sieci kwadratowej s¡ analizowane

po raz pierwszy. Dla do poªowy wypeªnionego pasma elektronowego w obecno±ci nieznacznego

ªamania symetrii cz¡stka-dziura równania Eliashberga przyjmuj¡ posta¢:

ϕk (iωn) =
1

βN

∑
mq

Kq (ωn − ωm)
ϕk−q (iωm)

Dk−q (iωm)
, (3.1)
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Zk (iωn) = 1 +
γ

βN

∑
mq

ωm
ωn

Kq (ωn − ωm)
Zk−q (iωm)

Dk−q (iωm)
. (3.2)

J¡dro paruj¡ce oddziaªywania elektron-fonon dane jest wzorem:

Kq (ωn − ωm) = 2g2
q

ωq

(ωn−ωm)2+ω2
q
. Zazwyczaj równania Eliashberga rozwi¡zuje si¦ w przy-

bli»eniu izotropowym: ϕk (iωn) ∼ ϕ (iωn) oraz Zk (iωn) ∼ Z (iωn), przy czym j¡dro paruj¡ce

przeksztaªca si¦ w nast¦puj¡cy sposób: Kq (ωn − ωm) ∼ 2
∫ ωD

0 dω′ α2F (ω′)

(ωn−ωm)2+ω′2
.

Dla konkretnych ukªadów �zycznych funkcj¦ spektraln¡ α2F (ω′) mo»na wyliczy¢ przy po-

mocy metody DFT. Podej±cie to sprawdza si¦ doskonale na przykªad dla ostatnio odkrytych

elektronowo-fononowych nadprzewodników zawieraj¡cych wodór [89, 127, 155, 156, 157, 158,

159, 160], charakteryzuj¡cych si¦ rekordowo wysok¡ warto±ci¡ temperatury krytycznej: H2S

(TC = 150 K dla p = 150 GPa), H3S (TC = 203 K dla p = 150 GPa) [53, 54] oraz LaH10

(TC = 215 K dla p = 150 GPa) [55], (TC = 260 K dla p ∈ (180− 200) GPa) [56].

Ze wzgl¦du na wyniki uzyskane w pracy [19] we wzorze (3.2) wprowadziªam parametr γ,

który wyznacza stopie« niezbalansowania staªych sprze»enia elektron-fonon w kanale diagonalnym

i niediagonalnym energii wªasnej.

Obliczenia numeryczne przeprowadziªam na siatce p¦dowej N×N , gdzie N = 200. Dodatkowo

uwzgl¦dniªam 200 cz¦sto±ci Matsubary. Sumarycznie nale»aªo wi¦c rozwi¡za¢ osiem milionów

równa«. W celu zminimalizowania wymaga« sprz¦towych, równania Eliashberga zostaªy zapisane

w formie, w której jawnie uwzgl¦dniªam wszystkie symetrie rozwi¡za« wzgl¦dem wektora falowego

i cz¦sto±ci Matsubary. Przyjmuj¡c, »e przez oznaczenie pomocnicze fk (iωn) = fn (kx,ky) nale»y

rozumie¢ ϕk (iωn) = ϕn (kx,ky) lub Zk (iωn) = Zn (kx,ky) zachodzi: fn (kx,ky) = fn (−kx,ky) =

fn (kx,− ky) = fn (−kx,− ky) oraz fn (kx,ky) = f−n+1 (kx,ky). Równania Eliashberga rozwi¡-

zaªam przy pomocy oprogramowania AMCIA uogólniaj¡cego procedury numeryczne wykorzy-

stywane w pracy [69]. �rodowisko numeryczne AMCIA wymaga podania warto±ci pocz¡tkowych

funkcji ϕk(iωn) oraz Zk(iωn). W przypadku czynnika renormalizuj¡cego funkcj¦ falow¡ wzieªam

pod uwag¦ 25 pierwszych wyrazów szergu:

Zm0 (q0) = 1 +
+∞∑
L=1

1

(βN)L

π∑
q1∼qL=0+

M∑
m1∼mL=1

ωmL

ωm0

L∏
j=1

Jmj−1mj (qj−1,qj) d
−1
mj

(qj) , (3.3)

gdzie: qj =
(
qjx,q

j
y

)
oraz Jmj−1mj (qj−1,qj) = Jmj−1mj

(
qj−1
x ,qj−1

y ,qjx,q
j
y

)
=

K ′mj−1mj

(
qj−1
x + qjx,q

j−1
y + qjy

)
+ K ′mj−1mj

(
qj−1
x + qjx,q

j−1
y − qjy

)
+

K ′mj−1mj

(
qj−1
x − qjx,qj−1

y + qjy
)

+ K ′mj−1mj

(
qj−1
x − qjx,qj−1

y − qjy
)
, przy czym K ′mj−1mj

(qx,qy) =

Kq

(
ωmj−1 − ωmj

)
−Kq

(
ωmj−1 + ωmj

)
. Dodatkowo: dmj (qj) = ω2

mj
+ε2

qj
. Dla funkcji parametru

porz¡dku jako warto±ci pocz¡tkowe wybraªam dodatnie niezerowe liczby. Nale»y zauwa»y¢, »e

wzi¦ta pod uwag¦ liczba punktów siatki p¦dowej oraz liczba cz¦sto±ci Matsubary zapewnia

wymagan¡ zbie»no±¢ rezultatów [69, 150].

Energia stanów elektronowych modelowana byªa metod¡ ciasnego wi¡zania, przy czym zaªo-

»yªam przeskoki elektronowe do pierwszych najbli»szych (t) i drugich najbli»szych s¡siadów (t′)
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Rysunek 3.1: Schemat modelowej sieci kwadratowej. Zielone kropki oznaczaj¡ w¦zªy sieci,
w których znajduj¡ si¦ atomy. Na czerwono zaznaczono komórk¦ elementarn¡
wraz z atomem centralnym (oznaczonym jako �0") oraz kolejno ponumerowa-
nymi jego najbli»szymi s¡siadami (1, 2, 3, 4) i drugimi najbli»szymi s¡siadami
(5, 6, 7, 8). Na niebiesko - caªki przeskoku: t do najlbi»szych s¡siadów, t′ do
nast¦pnych najbli»szych s¡siadów. Wektory bazowe: a1 = [1,0] i a2 = [0,1]

(rysunek 3.1) [143]:

εk = −2t [cos (kx) + cos (ky)] + 4t′ cos (kx) cos (ky) , (3.4)

gdzie staªa sieci wynosi 1. Przyj¦ªam, »e energia jest wyra»ana w jednostkach caªki przeskoku t.

Dodatkowo t′ = 0,1t. Z �zycznego punktu widzenia niska warto±¢ caªki t′ oznacza stosunkowo

niewielkie naruszenie symetrii cz¡stka-dziura. W rozpatrywanym przypadku mo»na wi¦c przyj¡¢,

»e warto±¢ potencjaªu chemicznego i funkcji przesuni¦cia energii wynosi zero. Dla wy»szych t′

nale»y analizowa¢ peªny ukªad równa« Eliashberga w schemacie zaprezentowanym w pracach

[110, 161]. Fononowa relacja dyspersji pozostaje taka sama jak w rozdziaªe 2, wraz ze staª¡

ω0 = 0,15 t oraz ωD = 2ω0 = 0,3 t. Dodatkowo funkcja sprz¦»enia elektron-fonon dana jest

wzorem [154]:

gq = g0|q|

√
1

ωq
, (3.5)

gdzie g0 = 0,031 t3/2. W ropatrywanym przypadku warto±¢ funkcji gq nie przekracza 0,3 t. Nale»y

zwróci¢ uwag¦, »e funkcja gq dobrze odtwarza wyniki zawarte w pracach [162, 163, 164] oraz ma

struktur¦ przewidzian¡ przez Blocha [165]. Jakkolwiek nale»y zauwa»y¢, »e w ogólnym przypadku

fukncja sprz¦»enia elektron-fonon jawnie zale»y równie» od wektora k.
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Rysunek 3.2: (a) Funkcja elektronowej g¦sto±ci stanów, (b) fononowa g¦sto±¢ stanów oraz
(c) izotropowa funkcja Eliashberga.

3.2 Stan nadprzewodz¡cy w przybli»eniu izotropowym:

podej±cie analityczne

W pierwszym kroku przedyskutuj¦ wªa±ciwo±ci stanu nadprzewodz¡cego w przybli»eniu izo-

tropowym, wyznaczaj¡c wªa±ciwo±ci termodynamiczne fazy nadprzewodz¡cej przy pomocy wzo-

rów analitycznych. Na podstawie uzyskanych rezultatów mo»na si¦ b¦dzie równie» przekona¢, »e

warto±ci parametrów wej±ciowych (ω0 i g0) zostaªy wybrane w sposób akceptowalny �zycznie.

Funkcja elektronowej g¦sto±ci stanów dana jest wzorem:

ρ (ε) =
1

N

∑
kx,ky

δ
(
ε− εkx,ky

)
= ρ0

∫ π

−π
dkx

∫ π

−π
dkyδ

(
ε− εkx,ky

)
. (3.6)

Symbol ρ0 oznacza staª¡ normalizacji, któr¡ mo»na oszacowa¢ z warunku:
∫Wu

Wd
dερ (ε) = 1,

gdzie Wd oraz Wu to odpowiednio dolna i górna granica pasma elektronowego: Wu = 4,6 t oraz

Wd = −4,1 t (warto±ci te mo»na odczyta¢ z rysunku 3.2 (a)). Dodatkowo: ρ0 = 0,0254144. Po-

sta¢ elektronowej g¦sto±ci stanów zostaªa zaprezentowana na rysunku 3.2 (a). Warto±¢ omawianej

funkcji na poziomie Fermiego jest stosunkowo wysoka (ρ (εF ) = 0,18724 t−1). Rezultat ten wy-

nika z istnienia osobliwo±ci van Hove'a w elektronowej g¦sto±ci stanów [152, 166, 167]. Osobliwo±¢

ta znajduje si¦ stosunkowo blisko energii Fermiego ze wzgl¦du na fakt, »e caªka przeskoku t jest

znacznie wi¦ksza ni» t′ (sªabe naruszenie symetrii cz¡stka-dziura). Analogicznie obliczamy fono-

now¡ g¦sto±¢ stanów:

F (ω) =
1

N

∑
qx,qy

δ
(
ω − ωqx,qy

)
= F0

∫ π

−π
dqx

∫ π

−π
dqyδ

(
ω − ωqx,qy

)
. (3.7)

Warto±¢ F0 wyznaczyªam z warunku normalizacji:
∫ ωD

0 dωF (ω) = 1. St¡d, F0 = 0,026079. Na

rysunku 3.2 (b) wykre±liªam fononow¡ g¦sto±¢ stanów. Maksimum funkcji F (ω) odpowiadaj¡ce

energii ω ∼ 0,21 t (szara kropkowana linia na rysunku 3.2 (b)) zwi¡zane jest z wypªaszczaniem si¦

fononowej relacji dyspersyjnej. Dla ω → 0 otrzymujemy F (ω)→ 0. Dodatkowo funkcja fononowej

g¦sto±ci stanów zanika dla cz¦sto±ci ωD. W przypadku funkcji Eliashberga wychodzimy z wzoru

ogólnego:

α2F
(
k,k′,ω

)
= ρ (εF )

∑
q

|g
(
q,k,k′

)
|2δ (ω − ωq) . (3.8)
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W celu otrzymania izotropowej funkcji Eliashberga, funkcj¦ spektraln¡ α2F (k,k′,ω) nale»y u±red-

ni¢ po powierzchni Fermiego:

α2F (ω) =
1

N2

∑
k,k′

wkwk′α
2F
(
k,k′,ω

)
, (3.9)

gdzie: wk = δ (εk) /ρ (εF ). Proste rachunki prowadz¡ do wyniku:

α2F (ω) = ρ (εF )
∑
q

g2
qδ (ω − ωq) . (3.10)

Warto±ci funkcji Eliashberga wykre±liªam na rysunku 3.2 (c). Mo»na porówna¢ jej przebieg z prze-

biegiem fononowej g¦sto±ci stanów. Ró»nica w ksztaªcie rozpatrywanych funkcji charakteryzuje

wkªad pochodz¡cy od kwadratu funkcji sprz¦»enia elektron-fonon oraz elektronowej g¦sto±ci sta-

nów.

Warto±¢ temperatury krytycznej oszacowaªam na podstawie wzoru Allena-Dynesa [108]:

kBTC = f1f2
ωln

1,2
exp

[
−1,04 (1 + λ)

λ

]
, (3.11)

przy czym w trakcie analizy nie uwzgl¦dniam deparuj¡cych korelacji elektronowych modelowanych

przez pseudopotencjaª kulombowski µ? [16]. W rozpatrywanym modelu korelacje te zani»aj¡ war-

to±¢ temperatury krytycznej. Zazwyczaj jednak nie wygaszaj¡ caªkowicie fazy nadprzewodz¡cej,

gdy» pseudopotencjaª nie przyjmuje zbyt wysokiej warto±ci (µ? ∼ 0,1). U»yte w równaniu (3.11)

symbole zostaªy zebrane w tabeli 3.1. Stosunkowo prosto mo»na równie» policzy¢ bezwymiarowe

wspóªczynniki teorii BCS [2, 3]. Warto je w tym miejscu przypomnie¢: R∆ = 2∆(0)
kBTC

, RC = ∆C(TC)
CN (TC)

oraz RH = TCC
N (TC)

H2
C(0)

. W szczególno±ci, w przypadku, gdy dysponujemy jawn¡ postaci¡ funkcji

Eliashberga wspóªczynniki R∆, RC oraz RH nale»y oszacowa¢ na podstawie wzorów [110]:

R∆ = 3,53

[
1 + 12,5

[
TC
ωln

]2

ln

(
ωln

2TC

)]
, (3.12)

RC = 1,43

[
1 + 53

[
TC
ωln

]2

ln

(
ωln

3TC

)]
, (3.13)

RH = 0,168

[
1− 12,2

[
TC
ωln

]2

ln

(
ωln

3TC

)]
. (3.14)

Dla przyj¦tych w pracy warto±ci parametrów wej±ciowych otrzymujemy: kBTC = 0,029 t. Do-

datkowo: R∆ = 5,5, RC = 2,64 oraz RH = 0,135. Oznacza to, »e ukªad �zyczny charaktery-

zuje si�e silnym sprz¦»eniem elektron-fonon. Co zreszt¡ wida¢ po warto±ci λ (tabela 3.1). Je»eli

t = 250 meV to temperatura krytyczna wynosi 84,19 K.
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Tablica 3.1: Parametry λ, ωln, oraz ω2 reprezentuj¡ staª¡ sprz¦»enia elektron�fonon, loga-
rytmiczn¡ cz¦sto±¢ fononow¡ oraz drugi moment znormalzowanej funkcji wa-
gowej. Funkcje f1 i f2 to odpowiednio funkcja korekcji silnego sprz¦»enia oraz
funkcja korekcji ksztaªtu.

Wielko±¢ Warto±¢

λ = 2
∫ +∞

0
dΩα2(Ω)F (Ω)

Ω
2,06

ωln = exp
[

2
λ

∫ +∞
0

dΩα2F (Ω)
Ω

ln (Ω)
]

0,109 t

√
ω2 =

[
2
λ

∫ +∞
0

dΩα2F (Ω) Ω
] 1

2
0,208 t

f1 =

[
1 +

(
λ

Λ1

) 3
2

] 1
3

-

f2 = 1 +

(√
ω2

ωln
−1

)
λ2

λ2+Λ2
2

-

Λ1 = 2,46 -

Λ2 = 1,82
(√

ω2

ωln

)
-

3.3 Niezbalansowany stan nadprzewodz¡cy na sieci

kwadratowej - przybli»enie izotropowe

Przedyskutuj¦ teraz niezbalansowany stan nadprzewodz¡cy w przybli»eniu izotropowym.

Równania Eliashberga przyjmuj¡ posta¢:

ϕn =
1

β

∑
m

K ′ (n−m)ϕm
∑
k

p−1
k (m) , (3.15)

Zn = 1 +
γ

ωnβ

∑
m

K ′ (n−m)Zmωm
∑
k

p−1
k (m) ,

gdzie pk (m) = (Zmωm)2 + ε2
k + ϕ2

m. J¡dro parowania elektron-fonon jest dane przez

K ′ (n−m) = λ ν2

(n−m)2+ν2
, gdzie λ jest staª¡ sprz¦»enia elektron-fonon. Zastosowaªam me-

tod¦ Kresina wprowadzaj¡c¡ ±redni¡ cz¦sto±¢ fononow¡: 〈Ω〉 ∼ ωD. W badanym przypadku:

ν = βωD/2π [168, 169]. G¦sto±¢ stanów ρ (ε) jest odtwarzana przez: ρ (ε) = b1 ln |ε/b2|, gdzie
b1 = −0,04687t−1 i b2 = 21,17796t [151]. St¡d otrzymaªam:

∑
k p
−1
k (m) '

∫W
−W dερ (ε) p−1

ε (m),

gdzie W = 4t jest poªow¡ szeroko±ci pasma.

Na rysunku 3.3 (a) wykre±liªam zale»no±¢ parametru porz¡dku od γ. Mo»na zauwa»y¢, »e

w przybli»eniu izotropowym stan nadprzewodz¡cy na sieci kwadratowej indukuje si¦ nawet dla

wysokich warto±ci parametru niezbalansowania. Na rysunku 3.3 (b) zaprezentowaªam wyniki dla
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Rysunek 3.3: Zale»no±¢ parametru porz¡dku (a) i masy efektywnej elektronu (b) od warto-
±ci parametru niezbalansowania γ. Przyj¦te warto±ci: λ = 2t, ωD = 0,3t oraz
kBT0 = 0,0001t.

masy efektywnej elektronu. W przybli»eniu izotropowym warto±ci m?
e nie s¡ wysokie.

3.4 Niezbalansowany stan nadprzewodz¡cy - peªne rów-

nania Eliashberga

Przejd¦ teraz do analizy wªa±ciwo±ci termodynamicznych stanu nadprzewodz¡cego przy po-

mocy peªnych równa« Eliashberga. Okazuje si¦, »e uzyskane rezultaty s¡ istotnie ró»ne od wyników

otrzymanych w ramach przybli»enia izotropowego.

Na rysunku 3.4 (a) wykre±liªam zale»no±¢ u±rednionej warto±ci parametru porz¡dku

〈∆(iωn=1)〉 = 1
N

∑
k ∆k(iωn=1) od parametru niezbalansowania. �atwo mo»na zauwa»y¢, »e faza

nadprzewodz¡ca zanika dla γ ≥ γC = 0,42. Oznacza to, »e zbalansowany stan nadprzewodz¡cy

na sieci kwadratowej nie mo»e si¦ tworzy¢. Przypomn¦, »e w ramach przybli»enia p¦dowego ze

staª¡ warto±ci¡ funkcji sprz¦»enia elektron-fonon (gq ∼ g) otrzymaªam γC = 0,94 (rozwa»ania

przedstawione w rozdziale 2 oraz w publikacji [19]). Podobn¡ warto±¢ γC = 0,93 daj¡ równie»

obliczenia, w których jawnie uwzgl¦dnia si¦ przekaz p¦du w funkcji sprz¦»enia elektron-fonon (zo-

bacz rysunek 3.4 (b)). Nale»y wyra¹nie podkre±li¢, »e uzyskany przeze mnie wynik nie oznacza,

»e na sieci kwadratowej w ogólno±ci nie mo»e istnie¢ zbalansowany fononowo-indukowany stan

nadprzewodz¡cy. Nale»y zwróci¢ uwag¦, »e pomimo stosunkowo skomplikowanej analizy w za-

prezentowanych badaniach, zastosowaªam równie» szereg przybli»e«. Mog¡ one istotnie wpªywa¢

na wyniki ko«cowe. W szczególno±ci nale»y tu wymieni¢ brak jawnej zale»no±ci funkcji sprz¦-

»enia elektron-fonon od wektora k, nieuwzgl¦dnienie w analizie poprawek wierzchoªkowych do

oddziaªywania elektron-fonon (a przecie» ωD/W ∼ 0,1, gdzie W ∼ 4 t) lub nie branie pod uwag¦
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poprawek anharmonicznych itp. W zwi¡zku z powy»szym ten rezultat nale»y traktowa¢ jako

wynik ciekawy �zycznie, ale otrzymany przy specy�cznych zaªo»eniach. Sformuªowanie ogólnych

wniosków dotycz¡cych fononowo-indukowanego stanu nadprzewodz¡cego na sieci kwadratowej

wymaga przeprowadzenia w przyszªo±ci dalszej pogª¦bionej analizy.
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Rysunek 3.4: (a) Zale»no±¢ u±rednionej warto±ci parametru porz¡dku 〈∆(iωn=1)〉 od γ
w schemacie peªnego samouzgodnienia równa« Eliashberga oraz (b) rezul-
taty przybli»enia p¦dowego, w ramach którego pomija si¦ samouzgodnienie
wzgl¦dem cz¦sto±ci Matsubary: ∆k (iωn) ∼ ∆k. (c) Wyniki dla masy efek-
tywnej elektronu uzyskane w schemacie peªnego samouzgodnienia oraz (d)
w schemacie przybli»enia p¦dowego (Zk (iωn) ∼ Zk). W obliczeniach nume-
rycznych przyj¦to kBT0 = 0,0001t.

Na rysunku 3.4 (c) zaprezentowaªam zale»no±¢ masy efektywnej elektronu m?
e od warto±ci

parametru niezbalansowania γ, przy czym m?
e = 〈Z(iωn=1)〉me. Uzyskane wyniki dowodz¡, »e

faza nadprzewodz¡ca na sieci kwadratowej zanika ze wzgl¦du na fakt, »e masa efektywna elek-

tronu przyjmuje anomalnie wysokie warto±ci ([m?
e]γ=γC

= 5,18me i [m?
e]γ=1 = 9,48me), co prze-

kªada si¦ na spadek temperatury krytycznej: TC ∼ exp (−m?
e) [108, 109]. W ramach przybli»enia

p¦dowego, dla jawnego gq, warto±ci masy efektywnej elektronu s¡ znacznie mniejsze (rysunek

3.4 (d)). Wynik ten dobrze odpowiada rezultatom uzyskanym w ramach przybli»enia p¦dowego

([m?
e]γ=γC

= 4,73me oraz [m?
e]γ=1 = 5,46me), przy dodatkowym zaªo»eniu gq = g [19]. Nale»y

zwróci¢ uwag¦, »e powy»sze rezultaty s¡ zgodne z fundamentalnym wynikiem otrzymanym przez

Coopera, który wykazaª, »e ukªad fermionowy jest niestabilny ze wzgl¦du na tworzenie si¦ zwi¡-

zanych par Coopera dla ka»dego niesko«czenie maªego sprz¦»enia [170]. Rozwa»ania Coopera

byªy przeprowadzone dla przypadku γ = 0 (m?
e = me), w którym te» obserwuje si¦ indukcj¦

kondensatu nadprzewodz¡cego.

W odniesieniu do wyników uzyskanych w ramach przybli»enia izotropowego

(∆k (iωn) ∼ ∆ (iωn) oraz Zk (iωn) ∼ Z (iωn)), niezbalansowane równania Eliashberga zo-

staªy rozwi¡zane przez Cappellutiego i Ummarino w pracy [148]. Dla przypadku ukªadu

obj¦to±ciowego stwierdzono istnienie zbalansowanego stanu nadprzewodz¡cego a nawet niezba-
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Rysunek 3.5: Zale»no±¢ czynnika renormalizuj¡cego funkcj¦ falow¡ oraz funkcji parametru
porz¡dku od wektora falowego dla wybranych warto±ci parametru niezba-
lansowania. Wyniki uzyskane w schemacie peªnego samouzgodnienia równa«
Eliashberga (kBT0 = 0,0001t).
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lansowanego stanu nadprzewodz¡cego o warto±ci parametru γ znacznie przekraczaj¡cej jeden.

Wykonane przeze mnie obliczenia dla przybli»enia izotropowego na sieci kwadratowej równie»

przewiduj¡ indukcj¦ stanu zbalansowanego lub stanu niezbalansowanego dla γ > 1 (podrozdziaª

3.3). Powy»sze rezultaty oznaczaj¡, »e przybli»enie izotropowe przynajmniej w odniesieniu do

sieci kwadratowej powinno by¢ stosowane z du»¡ ostro»no±ci¡.

Dysponuj¡c jawnymi rozwi¡zaniami równa« Eliashberga mo»na wskaza¢ obszary pierwszej

strefy Brillouina, dla których funkcja m?
e (k) daje szczególnie du»y wkªad do u±rednionej war-

to±ci masy efektywnej elektronu. Na rysunku 3.5 (lewa kolumna) wykre±liªam warto±ci czynnika

renormalizuj¡cego funkcj¦ falow¡ w zale»no±ci od wektora falowego. Wida¢, »e wzrost masy efek-

tywnej elektronu wywoªany jest w gªównej mierze przez niezwykle wysoki wzrost warto±ci funkcji

m?
e (k) na granicach strefy Brillouina. Podobn¡ posta¢ ma równie» funkcja parametru porz¡dku

ϕk (iωn=1), któr¡ wykre±liªam na rysunku 3.5 (prawa kolumna).
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Rysunek 3.6: (a) Wpªyw temperatury na u±rednion¡ warto±¢ parametru porz¡dku
〈∆(iωn=1)〉. Wyniki numeryczne uzyskano dla parametru niezbalansowania
równego 0; 0,12γC ; 0,24γC oraz 0,31γC . Ci¡gªe krzywe zostaªy wyznaczone
za pomoc¡ wzoru: (1.52), przy czym Γ ∈ {3,35; 3,3; 3,3; 3,4} odpowiednio
dla γ ∈ {0; 0,12γC ; 0,24γC ; 0,31γC}. Dodatkowo ∆ (0) = ∆ (T0). Dla krzy-
wej typu BCS (przerywane linie) nale»y przyj¡¢ Γ = 3,0 oraz 2∆(0)

kBT
= 3,53

[2, 3, 92]. (b) Zale»no±¢ masy efektywnej elektronu od temperatury.

Uzyskane przeze mnie wyniki dowodz¡, »e na sieci kwadratowej mo»e si¦ indukowa¢ jedynie

niezbalansowany stan nadprzewodz¡cy o γ < γC = 0,42. W celu analizy wªa±ciwo±ci termodyna-

micznych tego stanu wybraªam cztery warto±ci parametru niezbalansowania (0; 0,12γC , 0,24γC

oraz 0,31γC). Na rysunku 3.6 wykre±liªam otrzymane rezultaty dla parametru porz¡dku i czynnika

renormalizuj¡cego funkcj¦ falow¡. Mo»na zauwa»y¢, »e w ka»dym przypadku zale»no±¢ parame-

tru porz¡dku od temperatury znacznie odbiega od zale»no±ci przewidywanej przez teori¦ BCS

[2, 3]. Bior¡c pod uwag¦ stosunek R∆ otrzymaªam: R0
∆ = 3,37, R0,12γC

∆ = 3,13, R0,24γC
∆ = 3 oraz

R0,31γC
∆ = 2,92.

Na rysuku 3.6 (b) zaprezentowaªam wpªyw temperatury na warto±¢ masy efektywnej elek-

tronu. Analogicznie jak w przypadku izotropowym lub w przybli»eniu p¦dowym zale»no±¢ m?
e od
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Rysunek 3.7: (a) Ró»nica energii swobodnej pomi¦dzy stanem nadprzewodz¡cym i normal-
nym (dolny panel) oraz termodynamiczne pole krytyczne (górny panel). (b)
Ciepªo wªa±ciwe dla stanu nadprzewodz¡cego i normalnego. Czarn¡ przery-
wan¡ lini¡ zaznaczono skok ciepªa w temperaturze krytycznej.

T jest sªaba [19, 151].

Jak ju» wspominaªam w podrozdziale 1.2, termodynamika stanu nadprzewodz¡cego jest

caªkowicie zdeterminowana przez warto±ci parametru porz¡dku i czynnika renormalizuj¡-

cego funkcj¦ falow¡. Bior¡c pod uwag¦ u±rednione warto±ci omawianych funkcji obliczy-

ªam ró»nic¦ energii swobodnej pomi¦dzy stanem nadprzewodz¡cym a normalnym [131]:

∆F/ρ (εF ) = − (2π/β)
∑M

n=1

[√
ω2
n + 〈∆n〉2 − |ωn|

] [〈
Z

(S)
n

〉
−
〈
Z

(N)
n

〉
|ωn|√

ω2
n+〈∆n〉2

]
. Termody-

namiczne pole krytyczne oraz ró»nic¦ ciepªa wªa±ciwego pomi¦dzy stanem nadprzewodz¡cym

a normalnym obliczyªam na podstawie standardowych wzorów (1.55) i (1.56). Uzyskane wyniki

zaprezentowaªam na rysunku 3.7. Nast¦pnie obliczyªam warto±ci bezwymiarowych stosunków ter-

modynamicznych: RC i RH . Dla stanu nadprzewodz¡cego na sieci kwadratowej uzyskaªam wyniki,

które znacznie odbiegaj¡ od rezultatów teorii BCS o warto±ciach przedstawionych w równaniach

(1.57) podanych w podrozdziale 1.2. W ramach peªnych równa« Eliashberga stosunki te s¡ równe:

R0
C = 2,4, R0

H = 0,227; R0,12γC
C = 1,89, R0,12γC

H = 0,283; R0,24γC
C = 1,28, R0,24γC

H = 0,413 oraz

R0,31γC
C = 0,89, R0,31γC

H = 0,595.

Podsumowuj¡c w rozdziale wykazaªam, »e na sieci kwadratowej przy przyj¦tych zaªo»eniach

odno±nie funkcji sprz¦»enia elektron-fonon, poprawek wierzchoªkowych oraz efektów anharmonicz-

nych, nie mo»e si¦ tworzy¢ zbalansowany fononowo-indukowany stan nadprzewodz¡cy. Liniowe

oddziaªywanie elektron-fonon mo»e natomiast indukowa¢ niezbalansowany stan nadprzewodz¡cy

dla przypadków, gdy parametr niezbalansowania przyjmuje warto±¢ mniejsz¡ ni» 0,42. Warto±¢

ta jest znacznie ni»sza ni» γC oszacowana w granicy statycznej (0,93). Oznacza to, »e efekty dy-

namiczne modelowane przez jawn¡ zale»no±¢ parametru porz¡dku i czynnika renormalizuj¡cego

funkcj¦ falow¡ od cz¦sto±ci Matsubary dla stanu nadprzewodz¡cego na sieci kwadratowej s¡ bar-

dzo istotne. Jest to wynik zgodny z oczekiwaniami zwa»ywszy na fakt, »e oddziaªywanie pomi¦dzy
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elektronami przekazywane jest za po±rednictwem fononów. Przyczyn¡ spadku warto±ci tempera-

tury krytycznej wraz ze wzrostem parametru γ jest anomalnie wysoki wzrost masy efektywnej

elektronu. Nale»y wyra¹nie podkre±li¢, »e mo»liwo±¢ indukcji stanu nadprzewodz¡cego na sieci

kwadratowej najprawdopodobniej bardzo silnie zale»y od postaci elektronowej (fononowej) relacji

dyspersji, funkcji sprz¦»enia elektron-fonon czy przyj¦tych przybli»e«. Nie mo»na wi¦c twierdzi¢,

»e oddziaªywanie elektron-fonon w ukªadach niskowymiarowych (2D) z punktu widzenia stanu

nadprzewodz¡cego jest nieistotne. Uzyskany przeze mnie rezultat ±wiadczy jednak o tym, »e zbyt

pobie»na analiza wªa±ciwo±ci termodynamicznych fazy nadprzewodz¡cej (np. w ramach przybli-

»enia izotropowego) mo»e generowa¢ przekªamane rezulaty. Wniosek ten jest szczególnie istotny

w przypadku najnowszych ukªadów niskowymiarowych (dekorowany grafen [32, 33, 57, 58], silicen

[34] lub fosforen [36, 37]), w których mo»e si¦ indukowa¢ stan nadprzewodz¡cy.

Przeprowadzona analiza wykazaªa, »e niezbalansowany stan nadprzewodz¡cy opisywany jest

parametrami termodynamicznymi, których warto±ci znacznie odbiegaj¡ od warto±ci przewidywa-

nych przez teori¦ BCS.

Nale»y zwróci¢ uwag¦, »e uzyskane przeze mnie wyniki mog¡ znacznie uªatwi¢ zrozumienie

mechanizmu parowania w miedzianach [139, 143]. Powszechnie akceptuje si¦ fakt, »e elektrony

w miedzianach tworz¡ ukªad silnie skorelowany [171, 172, 173]. Obliczenia numeryczne wykonane

w ramach modelu Hubbarda dowodz¡, »e warto±¢ naw¦zªowej caªki U wynosi okoªo 5 eV [173].

Wyra¹nie natomiast nale»y podkre±li¢, »e zbalansowane liniowe oddziaªywanie elektron-fonon

jest zbyt sªabe, by mogªo indukowa¢ obserwowany eksperymentalnie stan nadprzewodz¡cy (peªn¡

dyskusj¦ omawianego zagadnienia na poziomie ab initio mo»na znale¹¢ w pracy [174]). Z drugiej

strony istnieje du»o danych eksperymentalnych, które dowodz¡, »e odddziaªywanie elektronów

z fononomi w miedzianiach jest jednak istotne. Nale»y wymieni¢ tutaj tutaj rezultaty uzyskane

przy pomocy metody ARPES, które wykazaªy istnienie zaªamania w widmie energetycznym w po-

bli»u energii fononowej [175, 176]. Dodatkowo przy pomocy ARPES wykryto efekt izotopowy

cz¦±ci rzeczywistej energii wªasnej [177]. Efekt izotopowy zwi¡zany jest równie» z temperatur¡

krytyczn¡ - bardzo wyra¹nie w obszarze silnie niedomieszkowanym [178]. Ponadto drgania sieci

krystalicznej mody�kuj¡ gª¦boko±¢ wnikania oraz wyniki pomiarów ramanowskich [179, 180].

Nasuwa si¦ wi¦c naturalna sugestia, »e by¢ mo»e wysokotemperaturowy stan nadprzewo-

dz¡cy w miedzianach indukuje silnie niezbalansowane oddziaªywanie elektron-fonon. Sugestia ta

ma du»y stopie« prawdopodobie«stwa, gdy» w modelach czysto elektronowych z U > 0 bardzo

trudno jest wykaza¢ istnienie stanu nadprzewodz¡cego o dostatecznie wysokiej warto±ci tempe-

ratury krytycznej. Problemu takiego nie ma natomiast w efektywnych modelach z U < 0. Przy-

puszczenie to potwierdzaj¡ równie» wyniki uzyskane w przez Kima i Tesanovica [181], którzy na

przykªadzie zwi¡zków La2−xSrxCuO4, (Y1−xPrx)Ba2Cu3O7−y oraz YBa2−xLaxCu3O7 wykazali,

»e silne korelacje kulombowskie nie wygaszaj¡ fononowego mechanizmu parowania w szerokim

zakresie dotowania.



Rozdziaª 4

Efekty nieadiabatyczne w stanie

nadprzewodz¡cym

W rozdziale zajm¦ si¦ dokªadn¡ analiz¡ efektów nieadiabatycznych w stanie nadprzewodz¡-

cym, które mog¡ by¢ modelowane przez poprawki wierzchoªkowe oddziaªywania elektron-fonon.

W pierwszej cz¦±ci rozdziaªu przedstawi¦ wyniki teoretyczne dla heksagonalnej dwuwarstwy hBN

interkalowanej atomami litu (Li-hBN) wykorzystuj¡c izotropowe równania Eliashberga uwzgl¦dnia-

j¡ce poprawki wierzchoªkowe oddziaªywania elektron-fonon. O tym, »e w tym zwi¡zku nale»y wzi¡¢

pod uwag¦ efekty nieadiabatyczne ±wiadczy wysoka warto±¢ stosunku λωD/εF ∼ 0,46. W drugiej

cz¦±ci rozdziaªu wyprowadz¦ peªny model Eliashberga z uwzgl¦dnieniem poprawek wierzchoªkowych

do oddziaªywania elektron-fonon w najni»szym rz¦dzie. Równania te zostan¡ przedstawione pierw-

szy raz w literaturze przedmiotu.

4.1 Efekty nieadiabatyczne w dwuwarstwie Li-hBN

4.1.1 Stan nadprzewodz¡cy w Li-hBN

Ukªady niskowymiarowe (grafen [32, 33, 57, 182, 183], silicen [34], borofen [35, 61], fosforen

[36, 37, 184], itd.) s¡ stabilne mechanicznie jedynie po umieszczeniu ich na podªo»u [39, 185,

186]. Podªo»e powinno by¢ tak dobrane by w mo»liwie maªym stopniu zaburzaªo wªa±ciwo±ci

�zyczne ukªadu niskowymiarowego. W przypadku grafenu jako materiaª podªo»a wykorzystywano

mi¦dzy innymi: Co [187], Ni [188, 189, 190, 191], Ru [192, 193], Pt [194, 195], SiC [196, 197, 198]

oraz SiO2 [123, 199, 200]. Niestety uzyskane dane eksperymentalne wykazaªy [39, 201], »e maªo

kompatybilna struktura krystaliczna powy»szych materiaªów prowadzi do znacznego tªumienia

mobilno±ci no±ników ªadunku.

Obecnie przyjmuje si¦, »e najlepszym podªo»em dla grafenu jest ukªad hBN o strukturze

krystalicznej typu plastra miodu (atomy boru (B) i azotu (N) zajmuj¡ce naprzemiennie w¦-

zªy sieci heksagonalnej (rysunek 4.1)). W formie krystalicznej hBN zostaª zsyntetyzowany przez

Nagashima i in. w roku 1995 [40]. Dekad¦ pó¹niej uzyskano dwuwymiarow¡ form¦ hBN na Uni-

wersytecie w Manchesterze [202].
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Rysunek 4.1: Schemat strukturalny heksagonalnej dwuwarstwy hBN interkalowanej ato-
mami litu (Li-hBN). Turkusowe i pomara«czowe kule reprezentuj¡ atomy
odpowiednio azotu i boru z pierwszej (górnej) warstwy oraz turkusowe i po-
mara«czowe okr¦gi przedstawiaj¡ te same atomy z drugiej (dolnej) warstwy
struktury. Zielona kropka symbolizuje atom litu umiejscowiony mi¦dzy pierw-
sz¡, a drug¡ warstw¡ hBN, poª¡czony z najblizszymi atomami azotu górnej
i dolnej warstwy ukªadu.

Grafen i monowarstwa hBN maj¡ niezwykle zbli»on¡ struktur¦ sieci krystalicznej. Ich kom-

patybilno±¢ szacowana jest na 98,5 % [195]. W przypadku kompozytu grafen/hBN obserwuje si¦

jednorodny rozkªad ªadunku na powierzchni grafenu. Nale»y zauwa»y¢, »e wynik ten jest diame-

tralnie ró»ny od rezultatu otrzymanego na przykªad dla kompozytu grafen/SiO2 [203]. Ponadto

warstwa hBN wykazuje stabilno±¢ w wysokiej temperaturze. Charakteryzuje si¦ nisk¡ staª¡ dielek-

tryczn¡ (ε ∼ 3− 4) oraz wysok¡ przewodno±ci¡ ciepln¡ [204]. Przerwa energetyczna ma szeroko±¢

okoªo 5,9 eV [205]. Dodatkowo, co jest równie» wa»ne, monowarstwa hBN nie jest toksyczna.

Warto zwróci¢ uwag¦, »e grafen na podªo»u hBN posªu»yª do wykonania urz¡dzenia tran-

zystorowego o du»ej mobilno±ci [205], z pomoc¡ którego zaobserwowano kwantowy efekt Halla.

Skonstruowano równie» heterozª¡cze z dwiema warstwami grafenu [201] i konstrukcje supersie-

ciowe [206, 207, 208]. Urz¡dzenia oparte na heterozª¡czach grafen/hBN pozwoliªy na detekcj¦

zjawiska motyla Hofstadtera (z ang. the Hofstadter Butter�y phenomenon) [209, 210].

Struktura hBN w postaci warstwowej, jak i obj¦to±ciowej, posiada bardzo szerok¡ przerw¦

energetyczn¡, co czyni j¡ izolatorem [39, 41]. Dlatego przez dªugi czas nie wi¡zano tego materiaªu

z �zyk¡ stanu nadprzewodz¡cego. Sytuacja ulegªa zmianie, gdy zasugerowano, »e interkalacja

litem warstwy hBN wywoªuje przej±cie do stanu metalicznego [38]. Nale»y zwróci¢ uwag¦, »e

kwazi-dwuwymiarowe ukªady nadprzewodz¡ce s¡ obecnie bardzo intensywnie badane pod k¡tem

ich mo»liwych zastosowa« w nano-nadprzewodnikowych kwantowych urz¡dzeniach interferencyj-

nych [211]. Urz¡dzenia te graj¡ wa»n¡ rol¦ w rozwoju kwantowych technik informacyjnych nowej
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generacji [212, 213].

Obecnie najbardziej obiecuj¡ce wydaj¡ si¦ badania wªa±ciwo±ci stanu nadprzewodz¡cego

w heksagonalnej dwuwarstwie hBN interkalowanej atomami litu (Li-hBN). Opieraj¡c si¦ na ob-

liczeniach DFT wykazano, »e temperatura krytyczna przej±cia fazowego nadprzewodnik-metal

wynosi okoªo 25 K [41], dla pseudopotencjaªu koulombowskiego µ? = 0,14 (warto±¢ identyczna

z warto±ci¡ eksperymentaln¡ µ? uzyskan¡ dla grafenu [214]). Przewidywana warto±¢ TC okazaªa

si¦ by¢ znacznie wy»sza ni» maksymalna temperatura jak¡ udaªo si¦ osi¡gn¡¢ w grafenie inter-

kalowanym metalami alkalicznymi (TC = 8,1 K w dwuwarstwie grafenu interkalowanej atomami

wapnia) [183], jak równie» w innych nadprzewodz¡cych niskowymarowych strukturach: TC ∼ 20 K

dla dwuwarstwy niebieskiego fosforenu interkalowanego atomami litu i sodu [215], TC ∼ 16,5 K

dla dwuwarstwy czarnego fosforenu interkalowanego atomami litu [216] oraz TC ∼ 10 K dla

dwuwarstwy MoS2 interkalowanej atomami litu [217], itp.

Uzyskany wynik dla Li-hBN tªumaczy si¦ stosunkowo wysok¡ warto±ci¡ elektronowej g¦sto±ci

stanów na poziomie Fermiego oraz znacznym wkªadem do oddziaªywania paruj¡cego pochodz¡-

cym od mi¦dzywarstwowego sprz¦»enia elektron-fonon [41]. Jest to skutkiem tworzenia si¦ cha-

rakterystycznych wi¡za« ª¡cz¡cych dwa atomy boru w górnej i dolnej warstwie hBN, co wynika

ze sªabej elektroujemno±ci atomów boru.

Od strony eksperymentalnej mamy jedynie do dyspozycji rezultaty bada« przeprowadzonych

w roku 2019 przez S. Moriyama i in. [218]. Istnienie stanu nadprzewodz¡cego wykazano w ukªadzie

skªadaj¡cym si¦ z nieskr¦conego dwuwarstwowego grafenu (BLG) i heksagonalnych warstw hBN

(hBN/BLG/hBN).

Istotne pytanie brzmi, czy w dwuwarstwie Li-hBN faktycznie mo»na uzyska¢ tak wysok¡

warto±¢ temperatury krytycznej, jak to sugeruj¡ obliczenia DFT (TC = 25 K) [41]. Moim zda-

niem niestety nie z uwagi na fakt, »e oddziaªywanie elektron-fonon w Li-hBN musi by¢ uwzgl¦d-

niane ª¡cznie z poprawkami wierzchoªkowymi. ±wiadczy o tym bardzo wysoka warto±¢ stosunku:

λωD/εF ∼ 0,46, gdzie λ = 1,17, ωD = 165,56 meV oraz εF = 417,58 meV [41].

Z tego powodu w prezentowanej pracy scharakteryzowaªam wªa±ciwo±ci stanu nadprzewo-

dz¡cego w dwuwarstwie Li-hBN w ramach formalizmu Eliahberga, który uwzgl¦dnia poprawki

wierzchoªkowe do oddziaªywania elektron-fonon [42]. Uzyskane wyniki porównaªam z wynikami

otrzymanami przy pomocy standardowej teorii Migdala-Eliashberga [4]. Nale»y zwróci¢ uwag¦, »e

u»ycie formalizmu Eliashberga zwi¡zane jest z wysok¡ warto±ci¡ staªej sprz¦»enia elektron-fonon

λ, która charakteryzuje stan nadprzewodz¡cy w Li-hBN [41]. Przypomnijmy, »e teoria BCS daje

poprawne rezultaty jedynie w granicy sªabego sprz¦»enia, gdzie λ < 0,3 [2, 3].

4.1.2 Izotropowe równania Eliashberga uwzgl¦dniaj¡ce poprawki

wierzchoªkowe do oddziaªywania elektron-fonon

Klasyczne równania Eliashberga zostaªy dokªadnie omówione w poprzednich rozdziaªach pracy

doktorskiej oraz w literaturze przedmiotu [110]. Pozwalaj¡ one na samouzgodnione wyznaczenie

parametru porz¡dku stanu nadprzewodz¡cego (∆n = ∆ (iωn)) oraz czynnika renormalizuj¡cego

funkcj¦ falow¡ (Zn = Z (iωn)), z dokªadno±ci¡ do drugiego rz¦du wzgl¦dem funkcji sprz¦»enia

elektron-fonon (g). W przypadku fononowo-indukowanego stanu nadprzewodz¡cego ograniczenie
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rozwa»a« do rz¦du g2 jest zazwyczaj uzasadnione przez twierdzenie Migdala [18]. Twierdzenie

Migdala stosuje si¦, gdy stosunek λωD/εF jest rz¦du 0,01. Oznacza to, »e energia fononów jest

na tyle maªa, »e poprawki wierzchoªkowe do oddziaªywnia elektron-fonon s¡ nieistotne.

Na podstawie oblicze« DFT warto±¢ stosunku λωD/εF dla Li-hBN jest równa 0,46. Z tego

powodu stan nadprzewodz¡cy w Li-hBN nie mo»e by¢ ilo±ciowo scharakteryzowany w ramach kla-

sycznej teorii Eliashberga. Nale»y zwróci¢ uwag¦, »e niezwykle wysoka warto±¢ stosunku λωD/εF
dla Li-hBN zwi¡zana jest z faktem, »e rozpatrywany ukªad �zyczny jest kwazi-dwuwymiarowy.

W przypadku ukªadu obj¦to±ciowego Li-hBN szeroko±¢ pasma elektronowego ulega znacznemu

poszerzeniu, co skutkuje wzrostem warto±ci energii Fermiego (εF = 1,63 eV). Dodatkowo spada

warto±¢ staªej sprz¦»enia elektron-fonon (λ = 0,66). W wyniku λωD/εF wynosi zaledwie 0,07.

Przeprowadzone przeze mnie obliczenia w ramach formalizmu Migdala-Eliashberga dowodz¡, »e

stan nadprzewodz¡cy w ukªadzie obj¦to±ciowym b¦dzie si¦ charakteryzowaª znacznie ni»sz¡ war-

to±ci¡ temperatury krytycznej ni» w ukªadzie kwazi-dwuwymiarowym. W szczególno±ci otrzyma-

ªam: TC ∈ {14,01; 8,64; 4,6} K, dla µ? ∈ {0,1; 0,2; 0,3}.
Aby sobie u±wiadomi¢, jak wysok¡ warto±¢ przyjmuje wielko±¢ λωD/εF dla Li-hBN wystarczy

zauwa»y¢, »e dla dwuwarstwy Li-MoS2 otrzymujemy λωD/εF = 0,15 [217]. W dwuwarstwie czar-

nego oraz niebieskiego fosforenu interkalowanego litem, λωD/εF wynosi odpowiednio 0,05 oraz

0,1 [216, 215]. Warto zwróci¢ uwag¦ na fakt, »e ju» warto±¢ parametru λωD/εF na poziomie 0,09

powoduje zauwa»aln¡ mody�kacj¦ wªa±ciwo±ci stanu nadprzewodz¡cego, tak jak to ma miejsce

w przypadku LiC6, gdzie TC ∼ 6 K [32, 214, 219, 49].

W zwi¡zku z powy»szym do opisu fazy nadprzewodz¡cej w Li-hBN u»yªam równa« Eliash-

berga wyprowadzonych z dokªadno±ci¡ do IV rz¦du wzgl¦dem g ( z ang. the Lowest-Order Vertex

Corrections (LOVC)), czyli rz¦du g4. Równania te zostaªy zaprezentowane w publikacji [42] przez

Freericks'a i in., gdzie wykorzystano je do analizy wªa±ciwo±ci stanu nadprzewodz¡cego induku-

j¡cego si¦ w oªowiu. Przyjmuj¡ one posta¢ (A = 1):

ϕn = πkBT
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przy czym dla A = 0 otrzymujemy klasyczne równania Migdaªa-Eliashberga (ME). Symbol λn,m
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oznacza j¡dro paruj¡ce oddziaªywania elektron-fonon:

λn,m = 2

∫ ωD

0
dω

ω

ω2 + 4π2 (kBT )2 (n−m)2α
2F (ω) . (4.3)

W rachunkach dla funkcji pseudopotencjaªu kulombowskiego (µ?(ωm)) przyj¦ªam

ωc = 3ωD = 496,7 meV.

Równania Freericks'a i in. pozwalaj¡ wyznaczy¢ warto±ci parametru porz¡dku i czynnika

renormalizuj¡cego funkcj¦ falow¡ w sposób caªkowicie samougodniony, co niew¡tpliwie stanowi

ich wielk¡ zalet¦. S¡ to równania izotropowe co oznacza, »e procedura samouzgodnienia nie do-

tyczy p¦du elektronowego (k). Niemniej jednak w literaturze przedmiotu zostaªy podane rów-

nie» równania Eliashberga uwzgl¦dniaj¡ce poprawki wierzchoªkowe z jawn¡ zale»no±ci¡ od k

[50, 51, 52]. Równania te wyprowadzone zostaªy w kontek±cie bada« nad stanem nadprzewo-

dz¡cym w ukªadach zªo»onych z fullerenów [25, 26], w wysoko-temperaturowych miedzianach

[27, 28, 29], w ci¦»ko-fermionowych ukªadach [30] oraz w nadprzewodnikach znajduj¡cych si¦ po

dziaªaniem silnego pola magnetycznego [31]. Niestety ze wzgl¦du na olbrzymie trudno±ci ma-

tematyczne do dnia dzisiejszego nieznane s¡ ich peªne samouzgodnione rozwi¡zania (∆n,k oraz

Zn,k).

Warto równie» zauwa»y¢, »e równania Freericks'a i in. byªy ostatnio z powodzeniem stosowane

do analizy stanu nadprzewodz¡cego o wysokich warto±ciach temperatury krytycznej, w zwi¡zkach

takich jak PH3 (TC ∼ 80 K), H3S (TC ∼ 200 K) [220] oraz H2S (TC ∼ 35 K) [159].

Z matematycznego punktu widzenia równania Eliashberga rozwi¡zuje si¦ w sposób sa-

mouzgodniony bior¡c pod uwag¦ odpowiednio du»¡ liczb¦ fermionowych cz¦sto±ci Matsubary

[69, 150]. W analizie przyj¦ªam, »e liczba M wynosi 4000, co zapewniªo odpowiedni¡ zbie»no±¢

rozwi¡za« równa« Eliashberga dla temperatury wy»szej lub równej T0 = 4 K. Ze wzgl¦du na brak

danych do±wiadczalnych, w badanym ukªadzie fzycznym wzi¦ªam pod uwag¦ pseudopotencjaª

kulombowski z zakresu od 0,1 do 0,2, przy czym warto±¢ 0,14 byªa ju» rozpatrywana w pracy

[41].

4.1.3 Rezultaty uzyskane dla zwi¡zku Li-hBN

Na rysunku 4.2 wykre±liªam zale»no±¢ parametru porz¡dku od temperatury. Nale»y zauwa»y¢,

»e w ramach formalizmu osi urojonej przyjmuje si¦, »e �zyczn¡ warto±ci¡ parametru porz¡dku

jest ∆n=1. W klasycznym modelu ME otrzymaªam nast¦puj¦ce warto±ci temperatury krytycznej:

TME
C ∈ {31,9; 26,9; 21} K, odpowiednio dla µ? ∈ {0,1; 0,14; 0,2}. Porównuj¡c uzyskane wyniki z re-

zultatami uwzgl¦dniaj¡cymi wpªyw poprawek wierzchoªkowych (TLOVC
C ∈ {19,1; 15,5; 11,8} K)

mo»na stwierdzi¢, »e nieadiabatyczny stan nadprzewodz¡cy w Li-hBN b¦dzie si¦ charakteryzowaª

znacznie ni»sz¡ warto±ci¡ TC , ni» by to wynikaªo z modelu ME.

Zaobserwowany efekt obni»enia warto±ci temperatury krytycznej nie wynika tylko z poprawek

statycznych (Stat.), których dobr¡ miar¡ jest stosunek m = ωD/εF = 0,4 (parametr Migdala).

Nale»y go równie» wi¡za¢ z poprawkami dynamicznymi modelowanymi jawn¡ zale»no±ci¡ para-

metru porz¡dku i czynnika renormalizuj¡cego funkcj¦ falow¡ od cz¦sto±ci Matsubary.

Opieraj¡c si¦ na wynikach zawartych w pracach [21, 51], wpªyw statycznych poprawek wierz-
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Rysunek 4.2: Parametr porz¡dku w funkcji temperatury. Model ME - symbole z kropk¡,
model LOVC - puste symbole. Przyj¦to µ? ∈ {0,1; 0,14; 0,2}. Ci¡gªe linie
przedstawiaj¡ parametryzacj¦ wyników numerycznych za pomoc¡ (4.6). Prze-
rywane linie otrzymano w ramach teorii BCS (teorii ±redniego pola).

choªkowych na temperatur¦ krytyczn¡ oszacowa¢ mo»na na podstawie wzoru:

TStat.C = χTADC , (4.4)

gdzie symbol TADC oznacza warto±¢ temperatury krytycznej obliczon¡ na podstawie formuªy

Allena-Dynesa [108]. Wkªad od statycznej cz¦±ci poprawek wierzchoªkowych ma posta¢:

χ =
1

m+ 1
e

2m−1
2(m+1) . (4.5)

Dobr¡ miar¡ wpªywu dynamicznej cz¦±ci poprawek wierzchoªkowych na warto±¢ temperatury

krytycznej jest wielko±¢: D =
[
(TStat.C − TLOV CC )/(TME

C − TLOV CC )
]
· 100%.

Uzyskane wyniki zebraªam w tabeli 4.1. Jak wida¢ statyczna cz¦±¢ poprawek wierzchoªkowych

odpowiada za 80-90 % ró»nicy w warto±ciach TC przewidywanych przez model ME i LOVC.

Przypomn¦, »e wyniki numeryczne uzyskane z równa« Eliashberga mog¡ by¢ sparametryzo-

wane przy pomocy formuªy [92]:

∆(T ) = ∆(0)
√

1− (T/TC)Γ, (4.6)

gdzie ∆ (0) = ∆ (T0). W przypadku modelu LOVC otrzymali±my Γ ∈ {2,17; 2,2; 2,8}, odpowied-
nio dla µ? ∈ {0,1; 0,14; 0,2}. Wykªadnik Γ dla klasycznego podej±cia ME znacznie si¦ ró»ni warto-
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Tablica 4.1: Warto±ci temperatury krytycznej oszacowanej w modelu LOVC, w modelu
ME, przy pomocy wzoru Allena-Dynesa [108] oraz w analitycznym modelu
przy uwzgl¦dnieniu poprawek statycznych (TStat.C ). Dodatkowo podano warto-
±ci parametru D

[
(TStat.C − TLOV CC )/(TME

C − TLOV CC )
]
· 100%.

µ? TLOV CC (K) TME
C (K) TADC (K) T Stat.C (K) D%

0,1 19,1 31,9 32,2 21,4 18

0,14 15,5 26,9 26,7 17,8 20,2

0,2 11,8 21 19,4 12,9 12

±ciami: Γ ∈ {3,45; 3,4; 3,45}. Dokªadno±¢ parametryzacji rezultatów teorii Eliashberga zaprezen-

towaªam na rysunku 4.2 (linie ci¡gªe). Dodatkowo, przy pomocy linii przerywanych oznaczyªam

wyniki otrzymane w ramach ±redniopolowego modelu BCS. W tym przypadku przyj¦to warto±ci

TC odpowiadaj¡ce warto±ci temperatury krytycznej uzyskanej w ramach formalizmu Eliashberga

oraz ∆(0) = 1,76 · kBTC [2, 3]. Numerycznie dobrana warto±¢ wykªadnika Γ dla modelu BCS

wynosi 3 [92].

Nale»y zwróci¢ uwag¦ na ró»nice w ksztaªcie krzywych odpowiadaj¡cych parametry-

zacji wyników Eliashberga i teorii BCS. W przypadku modelu ME ró»nice wynikaj¡

tylko i wyª¡cznie z efektów retardacyjnych i silno-sprz¦»eniowych poprawnie uwzgl¦dnio-

nych w formalizmie ME. Efekty retardacyjne i silno-sprz¦»eniowe mo»na scharakteryzowa¢

obliczaj¡c warto±¢ stosunku r = kBTC/ωln, gdzie ωln = 28,98 meV [108]. Parametr r dla

Li-hBN wynosi rME ∈ {0,095; 0,08; 0,062} lub rLOVC ∈ {0,057; 0,046; 0,035}, odpowiednio dla

µ? ∈ {0,1; 0,14; 0,2}. Oznacza to, »e brane pod uwag¦ efekty s¡ znaczne nawet w przypadku,

gdy bierzemy pod uwag¡ poprawki wierzchoªkowe do oddziaªywania elektron-fonon. Efekty retar-

dacyjne i silno-sprz¦»eniowe dla Li-hBN s¡ tego samego rz¦du co w zwi¡zkach dwuwarstwowych

Li-MoS2 [217], Li-czarny fosforen [216] oraz Li-niebieski fosforen [215]: 0,068, 0,094 oraz 0,099 (re-

zultaty te otrzymaªam dla TC wyznaczonego ze wzoru Allana-Dynesa [108] przyjmuj¡c µ? = 0,1).

W granicy BCS równania Eliashberga przewiduj¡ r → 0.

W teorii LOVC uwzgl¦dnia si¦ poprawki wierzchoªkowe oraz efekty retardacyjne i silno-

sprz¦»eniowe. W efekcie ró»nice pomi¦dzy krzywymi parametryzuj¡cymi rezultaty Eliashberga,

a krzywymi BCS zauwa»alnie rosn¡. Dobr¡ miar¡ tego efektu jest warto±¢ stosunku R∆. Dla

ukªadu Li-hBN otrzymali±my: RLOVC
∆ ∈ {4,6; 4,29; 3,99} oraz RME

∆ ∈ {4,12; 4,04; 3,93}. Nale»y
przypomnie¢, »e w przypadku teorii BCS warto±¢ R∆ wynosi 3,53, przy czym jest to staªa uni-

wersalna modelu [2, 3]. Rezultaty otrzymane dla µ? ∈ 〈0,1; 0,2〉 zaprezentowaªam na rysunku 4.3.

Mo»na zauwa»y¢ ciekawy efekt. Mianowicie wraz ze wzrostem znaczenia deparuj¡cych korelacji

elektronowych wpªyw poprawek wierzchoªkowych na warto±¢ stosunku R∆ maleje, przez co dla

µ? ∼ 0,2 wielko±¢ RLOVC
∆ ró»ni si¦ tylko nieznacznie od RME

∆ .
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Rysunek 4.3: Warto±ci stosunku R∆ w funkcji pseudopotencjaªu kulombowskiego. Wyniki
uzyskane w ramach modelu: LOVC, ME oraz BCS.

Dysponuj¡c peªn¡ zale»no±ci¡ parametru porz¡dku od cz¦sto±ci Matsubary, w kolejnym kroku

wyznaczyªam znormalizowan¡ g¦sto±¢ stanów:

NS (ω)

NN (ω)
= Re

 |ω − iδ|√
(ω − iδ)2 − (∆ (ω))2

 , (4.7)

gdzie parametr δ jest równy 0,15 meV. Warto±¢ ∆ (ω) obliczyªam analitycznie kontynuuj¡c funk-

cje ∆n na o± rzeczywist¡ [22]. Rezultaty uzyskane w ramach podej±cia LOVC dla NS (ω) /NN (ω)

zebraªam na rysunku 4.4 (a)-(c). Zaprezentowane krzywe mo»na wyznaczy¢ równie» na pod-

stawie danych uzyskanych przy pomocy zª¡cza tunelowego. St¡d, ewentualne wyniki ekspe-

rymentalne bezpo±rednio odnosz¡ si¦ do przewidywa« formalizmu Eliashberga uwzgl¦dniaj¡-

cego wpªyw poprawek wierzchoªkowych. Dodatkowo na rysunku 4.4 (d)-(f) wykre±liªam posta¢

parametru porz¡dku na osi rzeczywistej (T = 4 K). Cz¦±¢ rzeczywista funkcji ∆ (ω) okre-

±la �zyczn¡ warto±¢ parametru porz¡dku, któr¡ mo»na obliczy¢ na podstawie równania [110]:

∆ (T ) = Re [∆ (ω = ∆ (T ))]. W rozpatrywanym przypadku uzyskaªam warto±ci ró»ni¡ce si¦ od

∆n=1 nie wi¦cej ni» 10−2%. Wynik ten dowodzi poprawno±ci przeprowadzenia analitycznej kon-

tynuacji. Z drugiej strony cz¦±¢ urojona funkcji ∆ (ω) determinuje efekty tªumienia. Wida¢, »e

dla niskich cz¦sto±ci, gdzie Im [∆ (ω)] = 0, efekty te nie wyst¦puj¡. Z �zycznego punktu widzenia

oznacza to niesko«czony czas »ycia par Coopera. Powy»ej cz¦sto±ci ω ∼ 15 meV zarówno cz¦±¢

rzeczywista, jak i urojona funkcji parametru porz¡dku maj¡ skomplikowany przebieg. Fakt ten

wynika bezpo±rednio ze skomplikowanego ksztaªtu funkcji Eliashberga, która modeluje oddziaªy-

wanie elektron-fonon w ukªadzie Li-hBN.

Przejd¦ teraz do omówienia wpªywu poprawek wierzchoªkowych oddziaªywania elektron-fonon

na mas¦ pasmow¡ elektronu (me). W tym celu nale»y skorzysta¢ z wzoru: m?
e/me = Zn=1, gdzie

symbol m?
e reprezentuje mas¦ efektywn¡ elektronu.

Uzyskane na podstawie równa« Eliashberga rezultaty zaprezentowaªam na rysunku 4.5. Mo»na

zauwa»y¢, »e masa efektywna elektronu jest prawie dwukrotnie wy»sza od masy pasmowej elek-

tronu, przy czym m?
e bardzo sªabo zale»y od temperatury. Poprawki wierzchoªkowe obni»aj¡ war-

to±¢ m?
e w stosunku do warto±ci przewidywanej w ramach formalizmu ME. W przypadku, gdy
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Rysunek 4.4: (a)-(c) Znormalizowana g¦sto±¢ stanow dla wybranych warto±ci temperatury.
(d)-(f) Posta¢ parametru porz¡dku na osi rzeczywistej obliczona dla T = 4 K.
Wyniki otrzymano w ramach modelu LOVC.

temperatura równa si¦ temperaturze krytycznej efekt ten mo»na scharakteryzowa¢ analitycznie.

W tym celu rozwa»my równanie (4.2), które dla wielko±ci Zn=1 przyjmuje posta¢:

Zn=1 = 1 + λ

M∑
m=−M

sgn (ωm) (4.8)

− λ2π
2

4

kBTC
εF

M∑
m,m′=−M

sgn (ωm) sgn (ωm′) sgn (ωm+m′) .

St¡d:

ZLOV Cn=1 − ZME
n=1 = −λ2

(
π

4

ωD
εF

+
π2

2

kBTC
εF

)
, (4.9)

gdzie ZME
n=1 = 1 + λ. Na podstawie (4.9) mo»na wywnioskowa¢, »e poprawki wierzchoªkowe naj-

ni»szego rz¦du obni»aj¡ warto±¢ masy efektywnej elektronu tym silniej im λ oraz ωD s¡ wy»sze,

przy czym nale»y zwróci¢ uwag¦, »e w rozpatrywanym przypadku temperatura krytyczna rów-

nie» ro±nie. Warto±ci ZLOV Cn=1 oraz ZME
n=1 , obliczone na podstawie (4.9), oznaczyªam na rysunku

4.5 przy pomocy czarnych kul. Otrzymaªam dobr¡ zgodno±¢ pomi¦dzy rezultatami numerycznymi

i analitycznymi.
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Rysunek 4.5: Stosunek masy efektywnej elektronu do masy pasmowej elektronu w funkcji

temperatury. Wyniki otrzymano w ramach modelu LOVC, ME oraz (4.9).

4.1.4 Podsumowanie i dyskusja wyników otrzymanych dla Li-hBN

Podsumowuj¡c, stan nadprzewodz¡cy w Li-hBN indukowany jest przez oddziaªywanie

elektron-fonon, które charakteryzowane jest przez rzadko spotykan¡, bardzo wysok¡ warto±¢

stosunku λωD/εF = 0,46. Oznacza to, »e wªa±ciwo±ci termodynamiczne fazy nadprzewodz¡cej

powinny by¢ wyznaczone przy pomocy formalizmu jawnie uwzgl¦dniaj¡cego poprawki wierzchoª-

kowe. Nale»y zwroci¢ uwag¦, »e bardzo wysoka warto±¢ stosunku λωD/εF zwi¡zana jest z kwazi-

dwuwymiarowo±ci¡ rozpatrywanego ukªadu [41].

Nast¦pnie pokazaªam, »e poprawki wierzchoªkowe uwzgl¦dnione w najni»szym rz¦dzie znacz-

nie zani»aj¡ warto±¢ temperatury krytycznej (TLOVC
C ∈ {19,1; 15,5; 11,8} K), w stosunku do wyni-

ków otrzymanych w ramach klasycznej teorii Migdala-Eliashberga: TME
C ∈ {31,9; 26,9; 21} K, dla

µ? ∈ {0,1; 0,14; 0,2}. Moim zdaniem nie ma wi¦c podstawy by s¡dzi¢, »e temperaura krytyczna

w Li-hBN przekracza 20 K, co z pewno±ci¡ ogranicza przyszªe technologiczne zastosowania bada-

nego materiaªu.

Nale»y zwróci¢ uwag¦, »e niskie warto±ci TC , obserwowane eksperymentalnie lub przewidy-

wane teoretycznie, wyst¦puj¡ w zasadzie w caªej rodzinie ukªadów, gdzie struktura krystaliczna

plastra miodu odgrywa istotn¡ rol¦ [183, 215, 216, 217]. Struktura ta jakkolwiek fundamentalna

dla wªa±ciwo±ci �zycznych grafenu jest niekorzystna z punktu widzenia wysokiej warto±ci tempera-

tury przej±cia do stanu nadprzewodz¡cego. Powodem tego jest znaczne oddalenie osobliwo±ci van

Hove'a w elektronowej g¦sto±ci stanów od poziomu Fermiego [166]. Sytuacja taka nie zachodzi dla

miedzianów [141, 142, 143], gdzie fundamentaln¡ rol¦ odgrywaj¡ pªaszczyzny miedziowo-tlenowe

o strukturze sieci kwadratowej. W rozpatrywanym przypadku osobliwo±¢ van Hove'a wyst¦puje
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Rysunek 4.6: Funkcja Eliashberga α2F (ω) oraz funkcja sprz¦»enia elektron-fonon

λ (ω′) = 2
∫ ω′

0 dωα2F (ω) /ω dla Li-hBN. Wyniki uzyskano w pracy [41].
Na rysunku zaznaczono równie» wkªady pochodz¡ce od azotu, boru i litu:
λN = 0,82, λB = 0,25 i λLi = 0,1, gdzie λN + λB + λLi = 1,17.

bardzo blisko lub wr¦cz na powierzchni Fermiego, przez co warto±¢ TC mo»e wzrosn¡¢ nawet

o rz¡d wielko±ci [139].

Rodzi si¦ jednak naturalne pytanie czy wyniki otrzymane dla Li-hBN sugeruj¡ alternatywn¡

drog¦ prowadz¡c¡ do uzyskania materiaªu o wy»szej warto±ci TC . Moim zdaniem potencjalnie ist-

niej¡ takie mo»liwo±ci. W tym celu nale»y wzi¡¢ pod uwag¦ posta¢ funkcji Eliashberga dla Li-hBN

(rysunek 4.6). Mo»na zauwa»y¢, »e funkcja Eliashberga skªada si¦ z dwóch wyra¹nie wyodr¦b-

nionych cz¦±ci (z podobn¡ sytuacj¡ mamy do czynienia w przypadku zwi¡zków wodorowanych

[155, 127]). W zakresie niskich cz¦sto±ci (ω ∈ (4,59; 93,29) meV) istotne s¡ wkªady pochodz¡ce

od azotu i boru. W przedziale cz¦sto±ci od 145,16 meV do 176,13 meV dominuje oddziaªywanie

elektron-fonon zwi¡zane z atomami litu. Omawiane przedziaªy cz¦sto±ci s¡ rozª¡czne, przy czym

w zakresie od 93,29 meV do 145,16 meV funkcja Eliashberga przyjmuje bardzo maªe warto±ci.

Powy»sze fakty sugeruj¡, »e mo»na by byªo zmieni¢ skªad rozpatrywanego zwi¡zku w ten sposób

by istotnie podnie±¢ warto±ci funkcji Eliashberga w przedziale od 93,29 meV do 145,16 meV.

Najprawdopodobniej przez odpowiednie domieszkowanie wyj±ciowego zwi¡zku. Nie jest to jed-

nak zagadnienie proste i wymaga przeprowadzenia oblicze« DFT. Rzuca si¦ równie» w oczy,

mo»liwo±¢ podmiany (przynajmniej cz¦±ciowej) litu przez wodór lub boru i azotu przez ci¦»-

sze pierwiastki. W pierwszym przypadku wzrost temperatury krytycznej mógªby by¢ zwi¡zany

ze wzrostem cz¦sto±ci Debye'a (TC ∼ ωD - mniejsza masa j¡dra wodoru w stosunku do masy

j¡dra litu: ωD ∼ 1/
√
M). W drugim przypadku wzrost TC mógªby wynika¢ ze wzrostu staªej

sprz¦»enia elektron-fonon (TC ∼ exp (−1/λ) - wkªady od ci¦»kich pierwiastków w funkcji Eliash-

berga usytuªowane s¡ w zakresie niskich cz¦sto±ci, które potencjalnie s¡ bardziej znacz¡ce dla λ.

Aby si¦ o tym przekona¢ wystarczy zwróci¢ uwag¦ na de�nicj¦ staªej sprz¦»enia elektron-fonon:



Efekty nieadiabatyczne w stanie nadprzewodz¡cym 75

λ = 2
∫ ωD

0 dωα2F (ω) /ω.

W ostatnim akapicie nale»y zwróci¢ uwag¦ na fakt, »e z punktu widzenia bada« fundamen-

talnych nad fononowo-indukowanym stanem nadprzewodz¡cym ukªad Li-hBN wydaje si¦ by¢

bardzo interesuj¡cy wªa±nie ze wzgl¦du na niespotykanie wysok¡ warto±¢ stosunku λωD/εF -

porównywaln¡ do warto±ci uzyskanej dla ukªadów opartych na fullerenach [25, 50]. W zwi¡zku

z powy»szym Li-hBN mo»e posªu»y¢ do testowania przewidywa« przyszªej teorii uwzgl¦dniaj¡-

cej poprawki wierzchoªkowe w sposób w peªni samouzgodniony (zarówno cz¦sto±ci Matsubary,

jak i p¦dy elektronowe). To zagadnienie wykracza ju» poza ramy rozprawy doktorskiej. Wst¦pne

wyniki dla formalizmu ME mo»na znale¹¢ rozdziale 2 i 3 oraz w pracach [19, 20].

4.2 Peªne równania Eliashberga z uwzgl¦dnieniem po-

prawek wierzchoªkowych oddziaªywania elektron-

fonon

Klasyczne przybli»enie Migdala-Eliashberga bazuje na zast¡pieniu termodynamicznej funkcji

Greena
〈〈

Ψk−qφq|Ψ†k+q′φq′
〉〉

iωn

przez iloczyn funkcji Gk(iωn) i propagatora fononowego dla

nieoddziaªuj¡cych fononów (
〈〈
φq|φq′

〉〉
iωn

- fononow¡ funkcj¦ Greena oblicza si¦ w ramach mo-
delu nieoddziaªuj¡cych fononów). W dalszych rachunkach, zostanie pomini¦ty ten krok i uwzgl¦d-

niona peªna funkcja Greena
〈〈

Ψk−qφq|Ψ†k+q′φq′
〉〉

iωn

, w wyniku czego operator energii wªasnej

przyjmuje posta¢:

Lk(iωn) =
1

N

∑
q

g2qτ3G0k−q(iωn)Pkq(iωn)G0k−q(iωn)τ3 (4.10)

− 1

Nβ

∑
mq

g2qτ3G0k−q(iωn)
[(
ω2
qG

(1)
k−q(iωm)− (ωn − ωm)2G

(2)
k−q(iωm)

)
Aq(ωn − ωm)

]
G0k−q(iωn)τ3

− 1

N2β

∑
mqq1q2

gqg−q−q1−q2
gq1

gq2
τ3G0k−q(iωn)τ3Gk−q−q1

(iωm)τ3Bqq1q2
(ωn − ωm)G0k−q−q1−q2

(iωn)τ3.

Nowe symbole zde�niowane s¡ nast¦puj¡co:

Pkq(iωn) =

(
pakq(iωn) 0

0 pbkq(iωn)

)
, (4.11)

przy czym: pakq(iωn) = [g−0k−q(iωn)]−1(1 + n
ph(2)
qq + n

ph(2)
−q−q) + ωq(1 + n

ph(2)
qq − nph(2)

−q−q)− 2ωqn
e
k−q↑

oraz pbkq(iωn) = [g+
0k−q(iωn)]−1(1 +n

ph(2)
qq +n

ph(2)
−q−q) +ωq(1 +n

ph(2)
qq −nph(2)

−q−q)− 2ωq(1−ne−k+q↓).

Dodatkowo funkcja G(1)
k (iωn) jest macierz¡ diagonaln¡:

G
(1)
k (iωn) =


〈〈
ck↑|c†k↑

〉〉
iωn

0

0
〈〈
c†−k↓|c−k↓

〉〉
iωn

 , (4.12)
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a G(2)
k (iωn) jest antydiagonalna:

G
(2)
k (iωn) =

 0
〈〈
ck↑|c−k↓

〉〉
iωn〈〈

c†−k↓|c
†
k↑

〉〉
iωn

0

 . (4.13)

Propagatory fononowe maj¡ posta¢:

Aq(ωn − ωm) = 〈〈φq|φ−q〉〉iωn−iωm
= − 2ωq

(ωn − ωm)2 + ω2
q

(4.14)

oraz

Bqq1q2(ωn − ωm) = 〈〈φqφq1 |φ−q−q1−q2φq2〉〉iωn−iωm
(4.15)

= 2ωq

[
n
ph(1)
q1−q2

δ−q,−q−q1−q2 + n
ph(2)
q+q1+q2,q1

δ−qq2

[i(ωn − ωm) + (ωq − ωq1)][i(ωn − ωm)− (ωq + ωq1)]

+
n
ph(2)
−q1q2

δ−q,−q−q1−q2 + n
ph(1)
−q−q1−q2,−q1

δ−qq2

[i(ωn − ωm) + (ωq + ωq1)][i(ωn − ωm)− (ωq − ωq1)]

]

+ 2ωq1

[
n
ph(1)
q−q2

δq+q1+q2,q1 + n
ph(2)
q+q1+q2,qδ−q1q2

[i(ωn − ωm)− (ωq − ωq1)][i(ωn − ωm)− (ωq + ωq1)]

+
n
ph(2)
−qq2

δq+q1+q2,q1 + n
ph(1)
−q−q1−q2,−qδ−q1q2

[i(ωn − ωm) + (ωq + ωq1)][i(ωn − ωm) + (ωq − ωq1)]

]
,

gdzie: nekσ =
〈
c†kσckσ

〉
, nph(1)

q1q2 =
〈
bq1b

†
q2

〉
, nph(2)

q1q2 =
〈
b†q1bq2

〉
.

Standardowa procedura samouzgodnienia, zaprezentowana w rozdziale 1, pozwala wyprowa-

dzi¢ uogólnione równania Eliashberga:

ϕk(iωn) =
1

Nβ

∑
q,m

K1a
kq(ωn,ωm)Ka

q(ωn − ωm)
ϕk−q(iωm)

Dk−q(iωm)
(4.16)

+
1

N2β

∑
q,q1,q2,m

K1b
kqq1q2

(ωn)Kb
qq1q2

(ωn − ωm)
ϕk−q−q1(iωm)

Dk−q−q1(iωm)

+
1

N2β

∑
q,q1,q2,m

K2b
kqq1q2

(ωn)Kb
qq1q2

(ωn − ωm)
ϕk−q−q1

(iωm)

Dk−q−q1(iωm)
,

ϕk(iωn) =
1

Nβ

∑
q,m

K1a
kq(ωn,ωm)Ka

q(ωn − ωm)
ϕk−q(iωm)

Dk−q(iωm)
(4.17)

+
1

N2β

∑
q,q1,q2,m

K1b
kqq1q2

(ωn)Kb
qq1q2

(ωn − ωm)
ϕk−q−q1

(iωm)

Dk−q−q1(iωm)

− 1

N2β

∑
q,q1,q2,m

K2b
kqq1q2

(ωn)Kb
qq1q2

(ωn − ωm)
ϕk−q−q1(iωm)

Dk−q−q1(iωm)
,
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Zk(iωn) = 1 +
1

Nβ

∑
q

K1c
kq(ωn)− 1

Nβ

∑
q,m

ωm
ωn

K1e
kq(ωn)Ka

q(ωn − ωm)
Zk−q(iωm)

Dk−q(iωm)
(4.18)

+
1

Nβ

∑
q,m

K1f
kq(ωn)Ka

q(ωn − ωm)
εk−q + χk−q(iωm)

Dk−q(iωm)

− 1

N2β

∑
q,q1,q2,m

ωm
ωn

K1g
kqq1q2

(ωn)Kb
qq1q2

(ωn − ωm)
Zk−q−q1(iωm)

Dk−q−q1(iωm)

+
1

N2β

∑
q,q1,q2,m

K1h
kqq1q2

(ωn)Kb
qq1q2

(ωn − ωm)
εk−q−q1 + χk−q−q1(iωm)

Dk−q−q1(iωm)

oraz

χk(iωn) =
1

Nβ

∑
q

K1d
kq(ωn) +

1

Nβ

∑
q,m

K1e
kq(ωn)Ka

q(ωn − ωm)
εk−q + χk−q(iωm)

Dk−q(iωm)
(4.19)

+
1

Nβ

∑
q,m

ωmωnK
1f
kq(ωn)Ka

q(ωn − ωm)
Zk−q(iωm)

Dk−q(iωm)

+
1

N2β

∑
q,q1,q2,m

K1g
kqq1q2

(ωn)Kb
qq1q2

(ωn − ωm)
εk−q−q1 + χk−q−q1(iωm)

Dk−q−q1(iωm)

+
1

N2β

∑
q,q1,q2,m

ωmωnK
1h
kqq1q2

(ωn)Kb
qq1q2

(ωn − ωm)
Zk−q−q1(iωm)

Dk−q−q1(iωm)
,

gdzie:

Ka
q(ωn − ωm) = 2g2

q

ωq

(ωn − ωm)2 + ω2
q

, (4.20)

Kb
qq1q2

(ωn − ωm) = −gqg−q−q1−q2gq1gq2Bqq1q2(ωn − ωm) (4.21)

= −gqg−q−q1−q2gq1gq2 〈〈φqφq1 |φ−q−q1−q2φq2〉〉i(ωn−ωm) ,

K1a
kq(ωn,ωm) =

(ωn − ωm)2

ω2
n + ε2

k−q
, (4.22)

K1b
kqq1q2

(ωn) =
ω2
n + εk−qεk−q−q1−q2

(ω2
n + ε2

k−q)(ω2
n + ε2

k−q−q1−q2
)
, (4.23)

K2b
kqq1q2

(ωn) =
ωn (εk−q−q1−q2 − εk−q)

(ω2
n + ε2

k−q)(ω2
n + ε2

k−q−q1−q2
)
, (4.24)
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K1c
kq(ωn) =

βg2
qωq(

ω2
n + ε2

k−q

)2 ×

[
ω2
n + ε2

k−q
ωq

(
1 + n

ph(2)
qq + n

ph(2)
−q−q

)
(4.25)

+ 2εk−q
(
nek−q↑ + ne−k+q↓ − 1

)
−i

ω2
n − ε2

k−q
ωn

(
n
ph(2)
−q−q − n

ph(2)
qq − ne−k+q↓ + nek−q↑

)]
,

K1d
kq(ωn) =

βg2
qωq(

ω2
n + ε2

k−q

)2 ×

−εk−q
(
ω2
n + ε2

k−q

)
ωq

(
1 + n

ph(2)
qq + n

ph(2)
−q−q

)
(4.26)

+
(
ω2
n − ε2

k−q
) (
nek−q↑ + ne−k+q↓ − 1

)
+ 2iωnεk−q

(
n
ph(2)
qq − nph(2)

−q−q − nek−q↑ + ne−k+q↓

)]
,

K1e
kq(ωn) =

ω2
q(ω2

n − ε2
k−q)

(ω2
n + ε2

k−q)2
, (4.27)

K1f
kq(ωn) =

2ω2
qεk−q

(ω2
n + ε2

k−q)2
, (4.28)

K1g
kqq1q2

(ωn) =
ω2
n − εk−qεk−q−q1−q2

(ω2
n + ε2

k−q)(ω2
n + ε2

k−q−q1−q2
)
, (4.29)

K1h
kqq1q2

(ωn) =
εk−q + εk−q−q1−q2

(ω2
n + ε2

k−q)(ω2
n + ε2

k−q−q1−q2
)
. (4.30)

Wzór (4.20) to j¡dro paruj¡ce oddziaªywania elektron-fonon w II rz¦dzie (g2
k,k+q), formuªa (4.21)

jest j¡drem paruj¡cym dla oddziaªywania elektron-fonon w IV rz¦dzie (g4
k,k+q). Powy»szy ukªad

równa«, podobnie jak peªne równania Eliashberga, nale»y uzupeªni¢ o równanie na potencjaª

chemiczny (µ):

〈n〉 = 1− 2

β

∑
k,m

εk + χk(iωm)

Dk(iωm)
. (4.31)

Przedstawione równania s¡ samouzgodnione zarówno po wektorze falowym jak i po cz¦sto-

±ciach Matsubary. Równania te umo»liwi¡ analiz¦ stanu nadprzewodz¡cego z uwzgl¦dnieniem

efektów nieadiabatycznych pochodz¡cych od najni»szego rz¦du poprawek wierzchoªkowych od-

dziaªywania elektron-fonon. Poziom skomplikowania przedstawionych równa« jest jeszcze wi¦k-

szy w porównaniu z peªnym modelem analizowanym w rozdziale 3, co mo»e powodowa¢ kªopoty

z jego rozwi¡zaniem. Rozwi¡zanie tych równa« na sieci kwadratowej oraz sprowadzenie ich po-

staci do modelu umo»liwiaj¡cego opis ukªadów obj¦to±ciowych jest celem przyszªych bada«, ju»

po obronie pracy dokorskiej.
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Jednak ju» teraz w wyniku analizy struktury zaprezentowanych równa« mo»na dostrzec cie-

kawy fakt, mianowicie oprócz dodatkowych czªonów pochodz¡cych od poprawek wierzchoªkowych

najni»szego rz¦du (g4
k,k+q), w czªonach standardowych (rz¦du g2

k,k+q) wyst¦puje mody�kacja,

spowodowana nieuwzgl¦dnieniem twierdzenia Migdala-Eliashberga. Mody�kacja ta mo»e mie¢

istotny wpªyw na wªa±ciwo±ci stanu nadprzewodz¡cego badanych ukªadów �zycznych w ramach

powy»szego modelu.

4.3 Znaczenie poprawek wierzchoªkowych rz¦dów wy»-

szych ni» g4

Analizie dotycz¡cej efektów nieadiabatycznych pochodz¡cych od poprawek wierzchoªkowych

najni»szego rz¦du, przedstawionej w rozdziale, towarzyszy nast¦puj¡ce pytanie: Jakie znaczenie

maj¡ poprawki jeszcze wy»szego rz¦du? Okazuje si¦, »e nie mo»na udzieli¢ ±cisªej odpowiedzi na to

pytanie, gdy» wymagaªo by to samouzgodnionego rozwi¡zania równa« Eliashberga z uwzgl¦dnie-

niem poprawek wierzchoªkowych wszystkich rz¦dów, co jest oczywi±cie zadaniem niewykonalnym.

Mo»na jednak poda¢ przekonuj¡ce argumenty, które wspieraj¡ zaprezentowane przeze mnie re-

zultaty.

1. Po pierwsze nale»y zauwa»y¢, »e bardzo wysoka warto±¢ stosunku λωD/εF wcale nie ozna-

cza, »e poprawki wy»szego rz¦du s¡ równie, a nawet bardziej istotne ni» poprawki rz¦du

najni»szego. Jest tak dlatego, »e poprawki wierzchoªkowe renormalizuj¡ amplitud¦ funkcji

sprz¦»enia elektron-fonon g w nast¦puj¡cy sposób [50]:

g → g

1 +

+∞∑
j=1

(λωD/εF )j pj (q,ω)

 , (4.32)

gdzie funkcje pj (q,ω) charakteryzuj¡ zale»no±¢ poprawek wierzchoªkowych od p¦du (q)

i cz¦sto±ci (ω) fononu. Oznacza to, »e wa»na jest nie tylko warto±¢ stosunku λωD/εF , ale

równie» warto±ci wszystkich funkcji pj (q,ω).

2. Znaczenie i warto±¢ zaprezentowanych w tym rozdziale wyników dla Li-hBN mo»na gª¦-

biej zrozumie¢ analizuj¡c stan normalny w ramach przyj¦tego modelu LOVC. W tym

przypadku, energia wªasna M (iωn) zale»y jedynie od czynnika renormalizuj¡cego funk-

cj¦ falow¡, gdy» dla temperatury równej lub wy»szej od temperatury krytycznej parametr

porz¡dku znika. Otrzymane przeze mnie warto±ci czynnika renormalizuj¡cego najªatwiej

mo»na podda¢ analizie bior¡c pod uwag¦ wzór (4.9), który nale»y zapisa¢ w postaci:

ZLOVC
n=1 = 1 + λ− γλ2, (4.33)

gdzie wprowadziªam oznaczenie pomocnicze: γ =
(
π
4ωD + π2

2 kBTC

)
/εF . Dla rozpatry-

wanych w rozdziale warto±ci pseudopotencjaªu kulombowskiego parametr γ zawiera si¦

w przedziale od 0,323 do 0,331. Nie jest on wi¦c na tyle wysoki by dla zwi¡zku Li-hBN ob-
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ni»y¢ warto±¢ ZLOVC
n=1 poni»ej jedynki, co �zycznie ocznaczaªoby utrat¦ stabilno±ci badanego

ukªadu �zycznego [23].

W odniesieniu do wyników literaturowych bazuj¡cych na modelach uwzgl¦dniaj¡cych po-

prawki wierzchoªkowe w najni»szym rz¦dzie [24, 51, 221, 222], znak wyznaczonego przeze

mnie parametru γ jest poprawny. Oznacza to, »e statyczny wkªad poprawek wierzchoª-

kowych do energii wªasnej stanu normalnego zostaª obliczony jako±ciowo w sposób odpo-

wiedni. Ze wzgl¦du na fakt, »e wzór (4.9) dobrze odtwarza wyniki numeryczne (rysunek 4.5)

to samo mo»na równie» powiedzie¢ o rezultatach samuzgodnionych. Jakkolwiek, warto±ci

parametru γ dla analizowanych w pracy [221] modeli mog¡ si¦ wyra¹nie ró»ni¢ mi¦dzy sob¡,

co jest zwi¡zane z dodatkowymi przybli»eniami (mi¦dzy innymi ze sposobem przej±cia do

granicy izotropowej). Wynik uzyskany dla Li-hBN jest porównywalny z oszacowaniami ba-

zuj¡cymi na rezultatach zawartych pracach [51, 221], gdzie parametr γ wynosi odpowiednio

0,317. Jest jednak wyra¹nie ni»szy od warto±ci 0,547, 0,685 oraz 1,07, które mo»na uzyska¢

na podstawie prac [24, 221, 222]. Z drugiej jednak strony, wyznaczona przeze mnie warto±¢

parametru γ znacznie przekracza warto±¢ γW = 0,034 [223], któr¡ otrzymano bazuj¡c na

to»samo±ci Warda [221, 224, 225]. Nale»y zwróci¢ uwag¦, »e to»samo±ci typu Warda wy-

nikaj¡ z zachowania caªkowitego ªadunku i caªkowitego spinu fermionów w wyniku czego

otrzymuje si¦ dokªadny zwi¡zek mi¦dzy energi¡ wªasn¡, a poprawkami wierzchoªkowymi.

Niemniej jednak to»samo±¢ Warda rozpatrywana w kontek±cie stanu nadprzewodz¡cego

jest równaniem dla dwóch funkcji (skalarnej i wektorowej) i w konsekwencji mo»liwe jest

uzyskanie wielu rozwi¡za«. St¡d, opieraj¡c si¦ na wynikach zaprezentowanych w pracach

[221, 226, 227, 228] mo»na równie» otrzyma¢ kontrowersyjn¡ warto±¢ γ = −0,9.

Podsumowuj¡c, model LOVC przewiduje stosunkowo maªy spadek warto±ci czynnika re-

normalizuj¡cego funkcj¦ falow¡ w stosunku do innych podej±¢ bazuj¡cych na najni»szym

rz¦dzie poprawek wierzchoªkowych. Wynik ten zmiejsza ryzyko utraty stabilno±ci badanego

ukªadu �zycznego w wyniku uwzgl¦dnienia poprawek wy»szego rz¦du. Oszacowane przez

nas warto±ci parametru γ s¡ bardzo bliskie warto±ci bazuj¡cej na wynikach zawartych w pra-

cach [51, 221] oraz znajduj¡ si¦ stosunkowo blisko warto±ci γW , przy czym nale»y pami¦ta¢

o zastrze»eniach wysuwanych w stosunku do metody bazuj¡cej na to»samo±ci Warda.

3. Du»o trudniej jest przedyskutowa¢, a tym bardziej uzasadni¢ uzyskane wyniki w obszarze

stanu nadprzewodz¡cego, gdzie wymagane jest przeprowadzenie samouzgodnionych rachun-

ków dla Zn oraz ϕn. St¡d, omówi¦ tylko wpªyw na przewidywania wkªadów pochodz¡cych

od poprawek wierzchoªkowych rz¦du g6 (co odpowiada λ3). Ze wzgl¦du na bardzo skompli-

kowan¡ posta¢ rozpatrywanych wkªadów rozwa»ania przeprowadz¦ jedynie dla temperatury

krytycznej. Podej±cie to pozwala zlinearyzowa¢ uogólnione równania Eliashberga [110], co

bardzo upraszcza analiz¦ numeryczn¡ zagadnienia [69]. Wkªady rz¦du g6 do równa« Eliash-

berga zostaªy wyznaczone w ramach formalizmu termodynamicznych funkcji Greena [67].

Nale»y pami¦ta¢, »e klasyczne przybli»enie Migdala-Eliashberga bazuje na zast¡pieniu mie-

szanej funkcji Greena Fk,q,q′ (iωn) =
〈〈

Ψk−qφq|Ψ†k+q′φq′
〉〉

iωn

iloczynem elektronowej

funkcji Gk(iωn) uwzgl¦dniaj¡cej efekty oddziaªywania elektron-fonon oraz propagatora fo-

nonowego dla nieoddziaªuj¡cych fononów
〈〈
φq|φq′

〉〉
iωm

. W moich rachunkach rozszerzyªam
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ten krok. W szczególno±ci, ±ci±le wyznaczyªam równanie ruchu dla Fk,q,q′ (iωn), a nast¦pnie

powtórzyªam procedur¦ dla wszystkich nowych nieznanych funkcji. Ostatecznie bazuj¡c na

twierdzeniu Wicka [68] domkn¦ªam otrzymany ukªad równa«. Ogóln¡ posta¢ wkªadu rz¦du

g6 do pierwszego równania Eliashberga mo»na zapisa¢ w nast¦puj¡cy sposób:

(kBT )2

N3

∑
q,q1,q2,q3

∑
m,m′

Ka
q3

(ωm − ωm′)Kb
qq1q2

(ωn − ωm) (4.34)

×Kc
k−q−q1,q3

(ωm,ωm′)K
d
kqq1q2

(ωn)
ϕk−q−q1−q3(iωm′)

Dk−q−q1(ωm)Dk−q−q1−q3(ωm′)
.

W przypadku równania dla czynnika renormalizuj¡cego funkcj¦ falow¡ otrzymaªam:

(kBT )2

N3

∑
q,q1,q2,q3

∑
m

ωm
ωn

Kb
qq1q2

(ωn − ωm)Ke
kqq1q2

(ωn) (4.35)

×

[
Kf

k−q−q1,q3
(ωm) +

∑
m′

ωm′

ωm
Ka

q3
(ωm − ωm′)Kg

k−q−q1,q3
(ωm)

]

×
Zk−q−q1−q3(iωm′)

Dk−q−q1(ωm)Dk−q−q1−q3(ωm′)
.

Jawne wyra»enia na j¡dra caªkowe podaj¦ poni»ej:

Kc
kq(ωn,ωm) =

(ωn − ωm)2

ω2
n + ε2

k−q
, (4.36)

Kd
kqq1q2

(ωn) =
−ω2

n − εk−qεk−q−q1−q2

(ω2
n + ε2

k−q)(ω2
n + ε2

k−q−q1−q2
)
, (4.37)

Ke
kqq1q2

(ωn) =
ω2
n − εk−qεk−q−q1−q2

(ω2
n + ε2

k−q)(ω2
n + ε2

k−q−q1−q2
)
, (4.38)

Kf
kq(ωn)=

g2
q

kBT
(
ω2
n + ε2

k−q

)2

[(
ω2
n + ε2

k−q
)(

1 + 2nphq

)
+2εk−qωq

(
2nek−q − 1

)]
, (4.39)

Kg
kq(ωn) =

ω2
q(ω2

n − ε2
k−q)

(ω2
n + ε2

k−q)2
. (4.40)

Nowe symbole wyst¦puj¡ce w (4.35)-(4.39) maj¡ nast¦puj¡ce znaczenie: nek oznacza funk-

cj¦ Fermiego-Diraca, a nphq funkcj¦ Bosego-Einsteina. Izotropow¡ posta¢ wkªadów rz¦du λ3

((4.34) oraz (4.35)) uzyskaªam zamieniaj¡c sumowanie po wektorach falowych na caªkowa-

nie po energiach ze staª¡ elektronow¡ g¦sto±ci¡ stanów. Ze wzgl¦du na sumy wielokrotne po

wektorach falowych niektóre caªki mo»na obliczy¢ jedynie numerycznie. Nie podaj¦ jawnych
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wyra»e« izotropowych, gdy» s¡ bardzo obszerne w zapisie. Obliczenia numeryczne prze-

prowadziªam dla wszystkich rozpatrywanych warto±ci pseudopotencjaªu kulombowskiego

w zwi¡zku Li-hBN. Dla µ? ∈ {0,1; 0,14; 0,2} otrzymaªam obni»enie warto±ci temperatury

krytycznej TLOVC
C odpowiednio o 6,2%, 5,4% oraz 4,7%. Oznacza to, »e poprawki wierz-

choªkowe rz¦du λ3 nie zmieniaj¡ istotnie wyznaczonych w najni»szym rz¦dzie warto±ci

temperatury krytycznej. Oczywi±cie kwesti¡ otwart¡ pozostaje znaczenie wkªadów do rów-

na« Eliashberga jeszcze wy»szego rz¦du. Niemniej jednak moim zdaniem przedstawiona

powy»ej analiza wyra¹nie sugeruje, »e warto±¢ temperaury krytycznej w zwi¡zku Li-hBN

b¦dzie ni»sza ni» TME
C .



Podsumowanie

Standardowy (izotropowy) schemat Eliashberga [4] (uogólnienie teorii BCS [2, 3]) jest naj-

cz¦±ciej stosowanym formalizmem do badania wªa±ciwo±ci termodynamicznych stanu nadprze-

wodz¡cego w materiaªach, w których efekty silno-sprz¦»eniowe i retardacyjne s¡ znaczne. Oka-

zuje si¦ jednak, »e nie wszystkie takie ukªady daj¡ si¦ opisa¢ izotropow¡ teori¡ Eliashberga

[14, 15, 25, 48, 41, 49, 50, 51, 52]. Powodem tego s¡ zbyt du»e przybli»enia peªnej teorii Eliashberga

prowadzaj¡ce do jej uproszczonej, izotropowej wersji.

W zwi¡zku z powy»szym, celem rozprawy doktorskiej byªa mo»liwie jak najdokªadniejsza

analiza stanu nadprzewodz¡cego dla niestandardowych ukªadów takich jak sie¢ kwadratowa oraz

ukªad Li-hBN. W pierwszym kroku zaprezentowaªam mo»liwo±ci podej±cia izotropowego dla

trzech wybranych nadprzewodników, takich jak: BaGe3, Cr3RhN oraz HfH2. Wybór ukªadów

podyktowany byª ich naturaln¡ ró»norodno±ci¡.

Pierwszym materiaªem jaki wzi¦ªam pod uwag¦ byª zwi¡zek BaGe3 [5, 6]. W pracy doktorskiej

rozwa»yªam trzy struktury krystaliczne tego materiaªu (P63/mmc, Amm2 oraz I4/mmm), ter-

modynamicznie stabilne w warunkach normalnego ci±nienia atmosferycznego. Indukuje si¦ w nich

stan nadprzewodz¡cy o temperaturach krytycznych 4,0 K dla struktury P63/mmc, 4,5 K dla

Amm2 oraz 5,5 K dla I4/mmm. Oddziaªywanie elektron-fonon w BaGe3 charakteryzowane jest

po±redni¡ warto±ci¡ staªej sprz¦»enia elektron-fonon: λ = 0,73 dla struktury P63/mmc oraz

λ = 0,86 dla Amm2 i I4/mmm [5]. Ponadto przyj¦ªam warto±¢ pseudopotencjaªu kulombow-

skiego µ? = 0,122, która zostaªa wyznaczona na podstawie eksperymentu wykonanego dla struk-

tury P63/mmc [84]. Przy pomocy analizy numerycznej wyznaczyªam funkcje termodynamiczne

stanu nadprzewodz¡cego, które pozwoliªy na okre±lenie bezwymiarowych parametrów: R∆=3,68,

RC = 1,55 i RH = 0,168 dla struktury P63/mmc, R∆=3,8, RC = 1,71 i RH = 0,16 dla Amm2

oraz R∆=3,8, RC = 1,75 i RH = 0,158 dla struktury I4/mmm. Uzyskane rezultaty ró»ni¡ si¦

nieznacznie od przewidywa« teorii BCS, ze wzgl¦du na nieznaczne efekty retardacyjne i silno-

sprz¦»eniowe. �wiadcz¡ o tym warto±ci parametru r = kBTC/ωln, które dla rozwa»anych struktur

zwi¡zku BaGe3 s¡ mniejsze od 0,05.

Nast¦pnie zbadaªam stan nadprzewodz¡cy w zwi¡zku Cr3RhN [9, 10, 11], który posiada

struktur¦ antyperowskitu oraz charakteryzuje si¦ stosuknowo wysok¡ temperatur¡ krytyczn¡

(21,55 K-14,24 K dla µ? = 0,1− 0,3). Uzyskane warto±ci temperatury krytycznej, z �zycznego

punktu widzenia oznaczaj¡, »e nawet w przypadku znacznych deparuj¡cych korelacji elektro-

nowych TC jest stosunkowo wysokie. Materiaª ten charakteryzuje si¦ silnym oddziaªywaniem

elektron-fonon, o czym ±wiadczy warto±¢ staªej sprz¦»enia elektron-fonon λ ∼ 1 [9, 10]. Otrzy-

mana krzywa parametru porz¡dku istotnie odbiega od krzywej teorii BCS. Ponadto stosunek
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masy efektywnej elektronu do jego masy pasmowej wynosi okoªo 2. Zwi¡zane to jest ze znacznymi

efektami retardacyjnymi oraz silno-sprz¦»eniowymi wyst¦puj¡cymi w zwi¡zku Cr3RhN. Efekty te

istotnie wpªywaj¡ te» na funkcje termodynamiczne stanu nadprzewodz¡cego, takie jak: termody-

namiczne pole krytyczne oraz ciepªo wªa±ciwe stanu nadprzewodz¡cego, co dodatkowo uzasadnia

u»ycie w analizie schematu Eliashberga. Ró»nice w przewidywaniach teorii Eliashberga i modelu

BCS uwidaczniaj¡ warto±ci bezwymiarowych stosunków: R∆, RC oraz RH . W teorii BCS warto±ci

tych stosunków s¡ zawsze staªe i równe: RBCS
∆ = 3,53, RBCS

C = 1,43 oraz RBCS
H = 0,168. W ramach

izotropowego formalizmu Eliashberga dla zwi¡zku Cr3RhN uzyskaªam: R∆ ∈ {4,06; 3,94; 3,86},
RC ∈ {2,13; 1,89; 1,82} i RH ∈ {0,147; 0,156; 0,158}, odpowiednio dla µ? ∈ {0,1; 0,2; 0,3}.

Ostatnim ukªadem �zycznym jaki zbadaªam w ramach standardowego formalizmu Eliashberga

byª wodorek hafnu (HfH2) [7, 8]. Przy normalnym ci±nieniu nadprzewodnik ten posiada struktur¦

krystaliczn¡ tetragonaln¡ I4/mmm. Pod dziaªaniem ci±nienia o warto±ci 200 GPa, HfH2 krysta-

lizuje w prostej ortogonalnej strukturze Cmma. Zwi¦kszaj¡c ci±nienie do 300 GPa obserwuje si¦

jednosko±n¡ struktur¦ typu P21/m [7]. W pracy przeanalizowaªam wªa±ciwo±ci termodynamiczne

dwóch wysokoci±nieniowych struktur HfH2: Cmma oraz P21/m, w których stan nadprzewodz¡cy

charakteryzowany jest po±redni¡ warto±ci¡ sprz¦»enia elektron-fonon (λ = 0,871) [7]. Otrzymaªam

niezbyt wysokie warto±ci temperatur krytycznych (jak na nadprzewodnik zawieraj¡cy wodór): 8

K dla Cmma oraz 13 K dla P21/m. Przyj¦ªam pseudopotencjaª kulombowski µ? = 0,1. Uzyskane

rezultaty wynikaj¡ z po±redniej warto±ci sprz¦»enia elektron-fonon. Dodatkowo wykazaªam, »e

nieznaczne efekty retardacyjne oraz silno-sprz¦»eniowe nie powoduj¡ istotnych odst¦pstw para-

metrów termodynamicznych od warto±ci przewidywanych przez teori¦ BCS (r ∈ {0,03; 0,06},
odpowiednio dla struktury Cmma oraz P21/m). Zwa»aj¡c na otrzymane wyniki mo»na jednak

stwierdzi¢, »e struktura P21/m wykazuje lepsze wªa±ciwo±ci nadprzewodz¡ce w porównaniu ze

struktrur¡ Cmma.

W kolejnym etapie bada«, zaprezentowanym w rozdziale 2, wykonaªam pierwszy krok w kie-

runku wyj±cia poza standardowy schemat Eliashberga. Wzi¦ªam pod uwag¦ równania Eliashberga,

które uwzgl¦dniaj¡ samouzgodnienie po wektorze falowym k. W konsekwencji wyprowadziªam

równania Eliashberga zale»ne od zmiennej, która jest ignorowana w standardowym schemacie

Eliashberga [19]. Fizycznie zmienna ta opisuje p¦d elektronu. Analiza stanu nadprzewodz¡cego na

dwuwymiarowej sieci kwadratowej w ramach p¦dowych równa« Eliashberga wykazaªa, »e liniowe

oddziaªywanie elektron-fonon o staªej warto±ci funkcji sprz¦»enia g ∈ {0,5; 1; 1,5} t nie jest w sta-

nie wyindukowa¢ stanu nadprzewodz¡cego. Fizycznie, jest to spowodowane zbyt wysok¡ warto±ci¡

masy efektywnej elektronu. Otrzymane wyniki nie oznaczaj¡, »e badaj¡c stan nadprzewodz¡cy

w ukªadach dwuwymiarowych lub kwazi-dwuwymiarowych oddziaªywanie elekron-fonon mo»na

pomin¡¢. Nale»y je jednak rozwa»a¢ razem z innymi typami oddziaªywa«, na przykªad z oddzia-

ªywaniem elektron-elektron [153]. Sytuacja taka mo»e prowadzi¢ do ró»nych staªych sprz¦»enia

w kanale diagonalnym i niediagonalnym energii wªasnej. W ramach analizy pokazaªam, »e jawna

zale»no±¢ parametru niezbalansowania od przyj¦tej liczby cz¡stek na w¦¹le sieci mo»e prowadzi¢

do nieklasycznego diagramu fazowego ∆ − 〈n〉. Konsekwencj¡ tego mo»e by¢ silnie nieklasyczna

termodynamika caªego ukªadu �zycznego. Dodatkowo zwróciªam uwag¦, »e funkcje ∆k, Zk oraz

χk charakteryzuj¡ si¦ istotn¡ niejednorodno±ci¡ na przestrzeni p¦du. Jest to szczególnie wa»ny

wynik, poniewa» fakt ten jest cz¦sto pomijany w rozwa»aniach nad stanem nadprzewodz¡cym
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indukowanym przez oddziaªywanie elektron-fonon. W ko«cowym etapie analizy wykazaªam, »e

zale»no±¢ parametru porz¡dku od temperatury w niezbalansowanym stanie nadprzewodz¡cym

mo»e drastycznie odbiega¢ od przewidywa« teorii BCS. Efekt ten prowadzi do warto±ci parame-

tru R∆, wynosz¡cych 4,23 dla 〈n〉 = 0,9 oraz 4,83 dla 〈n〉 = 0,5.

W rozdziale 3, wzi¦ªam pod uwag¦ peªny model Eliashberga zale»ny od dwóch zmiennych,

czyli od energii i p¦du elektronu [20]. Szczegóªowe wyprowadzenie tego formalizmu opisaªam na

pocz¡tku rozprawy doktorskiej, w rozdziale 1. Poddaªam analizie stan nadprzewodz¡cy na dwu-

wymiarowej sieci kwadratowej uwzgl¦dniaj¡c do poªowy wypeªnione pasmo elektronowe (〈n〉 = 1).

Dodatkowo uwzgl¦dniªam zale»no±¢ fukcji sprz¦»enia elektron-fonon od p¦du fononowego. Wy-

kazaªam, »e w analizowanym ukªadzie �zycznym nie mo»e si¦ tworzy¢ zbalansowany stan nad-

przewodz¡cy. Liniowe oddziaªywanie elektron-fonon mo»e natomiast indukowa¢ niezbalansowany

stan nadprzewodz¡cy, w przypadku gdy parametr niezbalansowania przyjmie warto±¢ mniejsz¡

ni» 0,42. Warto±¢ ta jest istotnie ni»sza ni» graniczny parametr niezbalansowania oszacowany

w granicy statycznej (γC = 0,93). Fizycznie oznacza to, »e efekty dynamiczne w analizowa-

nym przypadku s¡ istotne. Ponadto wykazaªam, »e wraz ze wzrostem parametru niezbalansowa-

nia temperatura krytyczna stanu nadprzewodz¡cego spada. Przyczyn¡ tego jest wysoki wzrost

masy efektywnej elektronu (jeszcze wy»szy ni» w przypadku statycznym). Przeprowadzona ana-

liza numeryczna pokazaªa, »e niezbalansowany stan nadprzewodz¡cy opisywany jest parametrami

termodynamicznymi, których warto±ci znacznie odbiegaj¡ od warto±ci przewidywanych przez

teori¦ BCS. W ramach peªnych równa« Eliashberga otrzymaªam: R∆ = {3,37; 3,13; 3; 2,92},
RC = {2,4; 1,89; 1,28; 0,89} oraz RH = {0,227; 0,283; 0,413; 0,595} dla γ ∈ {0; 0,12; 0,24; 0,31} γC .

W ostatnim etapie bada«, zaprezentowanym w rozdziale 4, przeanalizowaªam efekty nieadia-

batyczne, które s¡ uwzgl¦dniane w formalizmie Eliashnerga poprzez wzi¦cie pod uwag¦ popra-

wek wierzchoªkowych oddziaªywania elektron-fonon w najni»szym rz¦dzie. Skorzystaªam przy

tym z dost¦pnych ju» w literaturze nieadiabatycznych, izotropowych równa« Eliashberga, wy-

prowadzonych przez Freericksa i in. [42]. Rozwa»ania dotyczyªy nieadiabatycznego stanu nad-

przewodz¡cego indukowanego przez oddziaªywanie elektron-fonon w zwi¡zku Li-hBN [41], który

charakteryzuje si¦ rzadko spotykan¡, bardzo wysok¡ warto±ci¡ stosunku λωD/εF = 0,46. Tak

wysoka warto±¢ stosunku λωD/εF zwi¡zana jest z kwazi-dwuwymiarowo±ci¡ rozpartywanego ma-

teriaªu. Analiza stanu nadprzewodz¡cego w tym ukªadzie pokazaªa, »e efekty nieadiabatyczne

wynikaj¡ce z uwzgl¦dnienia poprawek werzchoªkowych do oddziaªywania elektron-fonon znacznie

zani»aj¡ warto±¢ temperatury krytycznej (TLOVC
C ∈ {19,1; 15,5; 11,8} K), w stosunku do wyników

otrzymanych w ramach standardowego schematu Migdala-Eliashberga: TME
C ∈ {31,9; 26,9; 21} K

dla µ? ∈ {0,1; 0,14; 0,2}. Oznacza to, »e temperatura krytyczna nie przekroczy 20 K [41]. Mo»e

to z pewno±ci¡ ograniczy¢ przyszªe technologiczne zastosowania rozwa»anego zwi¡zku. Wyko-

rzystywany model uwzgl¦dnia efekty nieadiabatyczne, retardacyjne oraz silno-sprz¦»eniowe, co

w konsekwencji prowadzi do zauwa»alnych ró»nic w przebiegach parametru porz¡dku od tempe-

ratury w ramach modelu (LOVC) oraz teorii BCS. Dobr¡ miar¡ tego efektu jest warto±¢ stosunku

R∆. Dla zwi¡zku Li-hBN otrzymaªam: RLOVC
∆ ∈ {4,6; 4,29; 3,99} oraz RME

∆ ∈ {4,12; 4,04; 3,39}
dla µ? ∈ {0,1; 0,14; 0,2}. W tym miejscu mo»na zaobserwowa¢ ciekawy efekt, mianowicie wraz

ze wzrostem znaczenia depruj¡cych korelacji elektronowych wpªyw efektów nieadiabatycznych na

warto±¢ stosunku R∆ maleje, przez co dla µ? = 0,2, wielko±¢ RLOVC
∆ ró»ni si¦ tylko nieznacznie
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od RME
∆ .

Ponadto w drugiej cz¦±ci rozdziaªu 4 zaprezentowaªam peªne równania Eliashberga wypro-

wadzone z uwzgl¦dnieniem poprawek wierzchoªkowych oddziaªywania elektron-fonon w najni»-

szym rz¦dzie. Procedur¦ wyprowadzania zachowaªam tak¡ sam¡ jak w przypadku peªnych rów-

na« przedstawionych w pierwszej cz¦±ci rozdziaªu 1. Analiza struktury wyprowadzonych równa«

pokazuje, »e uwzgl¦dnienie efektów nieadiabatycznych w modelu Eliashberga powoduje nie tylko

powstanie dodatkowych czªonów w równaniach (odpowiednich dla poprawek wierzchoªkowych

rz¦du g4), ale równie» przyczynia si¦ do mody�kacji standardowych czªonów. Analiza numeryczna

zaprezentowanego modelu jest na tyle skomplikowana, »e badania w tym kierunku postanowiªam

poprowadzi¢ ju» poza ramami rozprawy doktorskiej.

Ostatnia cz¦±¢ rozdziaªu 4 zawiera rozwa»ania dotycz¡ce poprawek wierzchoªkowych do od-

dziaªywania elektron-fonon wy»szych rz¦dów. Analiz¦ t¡ wykonaªam na podstawie przebadanego

ju» ukªadu Li-hBN. Zaprezentowana analiza oraz rozwa»ania doprowadziªy mnie do wniosku, »e

w nadprzewodniku Li-hBN efekty nieadiabatyczne pochodz¡ce od poprawek wierzchoªkowych od-

dziaªywania elektron-fonon wy»szych rz¦dów nie b¦d¡ powodowaªy du»ego spadku temperatury

krytycznej. Obliczenia numeryczne dla kolejnego rz¦du poprawek wierzchoªkowych wykazaªy, »e

dla wszystkich rozpatrywanych warto±ci pseudopotencjaªu kulombowskiego µ? ∈ {0,1; 0,14; 0,2}
temperatura krytyczna obni»yªa si¦ odpowiednio o 6,2%, 5,4% oraz 4,7% w stosunku do wy-

ników otrzymanych dla poprawek wierzchoªkowych najni»szego rz¦du. Oznacza to, »e poprawki

wierzchoªkowe kolejnego rz¦du nie zmieni¡ istotnie wyznaczonych w najni»szym rz¦dzie warto±ci

temperatury krytycznej.
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Spis rysunków

1.1 (lewa strona) Izotopowa funkcja Eliashberga dla struktury Amm2 oraz (prawa

strona) zale»no±¢ parametru porz¡dku od charakterystycznej cz¦sto±ci fononowej

(T = TC). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

1.2 Zale»no±¢ parametru porz¡dku od temperatury (wykres po lewej stronie). Czynnik

renormalizuj¡cy funkcj¦ falow¡ (wykres po prawej stronie). Wyniki uzyskane w

ramach formalizmu Eliashberga zostaªy oznaczone symbolami. Ciemnoniebieskie

ci¡gªe linie to parametryzacja rezultatów uzyskana na podstawie wzorów (1.52) i

(1.53). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

1.3 Na górnym panelu termodynamiczne pole krytyczne. Na dolnym panelu ró»nica

energii swobodnej pomi¦dzy stanem nadprzewodz¡cym a normalnym. . . . . . . . 28

1.4 Ciepªo wªa±ciwe stanu nadprzewodz¡cego (CS) i normalnego (CN ) w funkcji tem-

peratury. Pionowa czerwona linia oznacza charakterystyczny skok ciepªa w TC . . 29

1.5 Cz¦±¢ rzeczywista i urojona parametru porz¡dku dla wybranych warto±ci tempe-

ratur. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

1.6 Maksymalna warto±¢ parametru porz¡dku w funkcji temperatury dla wybranych

warto±ci pseudopotencjaªu kulombowskiego. Rezultaty uzyskane w ramach teorii

Eliashberga reprezentuj¡ okr¦gi, wyniki analityczne uzyskane na podstawie wzoru

(1.52) oznaczono zielon¡ lini¡, wyniki teorii BCS - linia czarna. Na wstawkach

pierwsze dwie±cie warto±ci parametru porz¡dku na osi urojonej dla wybranych

warto±ci temperatury. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

1.7 Maksymalna warto±¢ czynnika renormalizuj¡cego funkcj¦ falow¡ w funkcji tempe-

ratury dla wybranych warto±ci pseudopotencjaªu kulombowskiego. Rezultaty uzy-

skane w ramach teorii Eliashberga reprezentuj¡ okr¦gi, wyniki analityczne uzyskane

na podstawie wzoru (1.53) oznaczono zielon¡ lini¡, wynik teorii BCS - linia czarna.

Na wstawkach pierwsze dwie±cie warto±ci czynnika renormalizuj¡cego na osi uro-

jonej dla wybranych temperatur. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

1.8 Cz¦±¢ rzeczywista i cz¦±¢ urojona parametru porz¡dku na osi rzeczywistej dla wy-

branych warto±ci temperatury i pseudopotencjaªu kulombowskiego. Szary obszar

w tle odzwierciedla ksztaªt przeskalowanej funkcji Eliashberga (7α2F (Ω)). . . . . 33

1.9 Ró»nica energii swobodnej pomi¦dzy stanem nadprzewodz¡cym i normalnym w

funkcji temperatury (dolne panele). Termodynamiczne pole krytyczne w funkcji

temperatury (górne panele). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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1.10 Ciepªo wªa±ciwe stanu naprzewodz¡cego i ciepªo wªa±ciwe stanu normalnego w

funkcji temperatury. Pionowa przerywana linia wyznacza warto±¢ temperatury kry-

tycznej. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

1.11 Zale»no±¢ parametru porz¡dku od charakterystycznej cz¦sto±ci fononowej (T =

TC). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
1.12 (A) Zale»no±¢ parametru porz¡dku od temperatury. (B) i (C) Zale»no±¢ czynnika

renormalizuj¡cego funkcj¦ falow¡ od temperatury. Wyniki uzyskane w ramach for-

malizmu Eliashberga oznaczono za pomoc¡ symboli, wyniki analityczne otrzymane

na podstawie wzorów (1.52) i (1.53) reprezentuj¡ czerwone linie. . . . . . . . . . 37
1.13 Ró»nica energii swobodnej pomi¦dzy stanem nadprzewodz¡cym i normalnym w

funkcji temperatury dla zwi¡zku HfH2 (dolne panele). Termodynamiczne pole kry-

tyczne w funkcji temperatury (górne panele). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
1.14 Zale»no±¢ ciepªa wªa±ciwego stanu nadprzewodz¡cego i normalnego dla zwi¡zku

HfH2 od temperatury. Pionowe linie wskazuj¡ poªo»enie skoku ciepªa wªa±ciwego

w TC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
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